Matematica y Logica 2019
Guia 1: Introduccién al formalismo basico: Expresiones aritméticas
y booleanas, funciones, tipos.

Docente: Araceli Acosta

Objetivos

EIl objetivo de esta guia es brindar una introduccién al formalismo basico que se utilizara en la materia.
Introduciremos los conceptos principales involucrados apoyandonos en un terreno conocido como es la aritmética.
Ademas, introduciremos los operadores booleanos. Se trabajara con conceptos como funcion, tipo, evaluacion.

1. Analizé con tus compafieros las siguientes oraciones:
Ea 0ai6 o iee ooae iea ue a iuiee o iee oae.

St rcn n tn vels mntrs g 1 ntrr n tn cnsnnts.

a) ;Las comprendés?

b) ;Una computadora los podria comprender?

¢) ¢Cudl es la diferencia entre una persona y una computadora?

d) ;Qué caracteristicas deberfa cumplir una expresién para ser “comprendida” por una computadora?

Comenzando con la aritmética

Comenzaremos trabajando con los conceptos matematicos con los que mas familiarizado estas: los niimeros
y la aritmética, pero vamos a estudiarlos desde una perspectiva formal. En primer lugar, presentaremos la
sintaxis que nos permitird construir expresiones. La sintaxis se ocupa de definir qué simbolos podremos utilizar
y de la forma correcta en que deben estar dispuestos para armar expresiones.

Nuestras expresiones podran tener la siguiente estructura:

= Un numero, por ejemplo: 1, 35, 8. A estas expresiones les llamaremos constantes.
= Una letra, por ejemplo: x, y, z. A estas expresiones les llamaremos variables.

= Combinando dos expresiones con un operador, y encerrando la expresion resultante entre paréntesis,
podemos construir expresiones mas complicadas. Por el momento los operadores que utilizaremos seran
+,—,%,/,” (este ultimo simbolo corresponde a la potenciacién). Por ejemplo, combinando la variable z
con la constante 6 a través del operador — se puede formar la expresién: (z — 6). Podremos eliminar los
paréntesis superfluos segun las reglas que analizaremos mas adelante.

s A su vez, cada una de estas expresiones puede volver a combinarse con otras formando expresiones mas
complejas, por ejemplo: ((z +y)/(2°x)) + (6/3).

Para poder expresar propiedades como 2+ 1 es igual a la expresién 3, o que x es menor a x + 1 agregaremos
simbolos de relacion.

» Cuando combinamos dos expresiones usando un simbolo de relacién decimos que construimos una férmu-
la. Una férmula es un tipo particular de expresion. Los simbolos de relaciones que consideraremos por el
momento seran: =, #, <, <, > y >=. Por ejemplo, si tomamos las expresiones 2*6 y x 4+ 7 y el simbolo de
relacion =, podemos construir la férmula 2 +6 = x + 7.

2. Construi dos expresiones con al menos dos operadores. ; Cémo podrias justificar que tus expresiones estan
bien construidas?



3. Presentd dos expresiones que estén mal construidas y da razones para justificar porqué consideras que
estan mal construidas.

4. Construi una férmula de acuerdo con las reglas precedentes. ; Como podrias justificar que esté bien cons-
truida?

Precedencia y tipado

La precedencia de los operadores nos permite escribir formulas grandes de manera simple y mas legible.
Cuando un operador tiene mayor precedencia que otro, podemos escribir una férmula que involucra a ambos
sin necesidad de poner paréntesis, y a pesar de esto, la formula tiene un sentido unico. Un ejemplo conocido
por todos es el caso de la suma respecto a la multiplicacion. El operador * tiene mayor precedencia que + y
por ello es que normalmente interpretamos la expresién 2 + 4 x 3 como 2 + (4 x 3). Esta regla es la que nos
permitia en la primaria “separar en términos” una expresion algebraica. Al mismo tiempo, y por la misma regla,
sabemos que no es lo mismo la expresion (2 + 4) * 3 que 2 + 4 x 3. No siempre los paréntesis pueden sacarse
indiscriminadamente sin cambiar el sentido de la expresion.

De la ‘misma manera, cuando un opera(?or asociati‘f'o tabla ;e . mads arriba — mayor precedencia
se aplica miiltiples veces es posible eliminar paréntesis, precedencia :
ya que el orden en que se efectiia la operacién no altera potencia
el resultado. Por ejemplo (2+4)+7 es igual a 2+ (4+7) *, / producto y divisién
y por lo tanto podemos escribir simplemente 2 4+ 4+ 7. +,— suma y resta
Los operadores +, x son asociativos. ‘ = <, <, >> operadores de comparacion

Por otro lado, la nocién de tipado nos permite distinguir expresiones que estan “bien escritas”, es decir que
tienen sentido, que representan algin valor. El tipo de un operador o funcion nos dice cual es la clase de valores
que toma y cual es la clase del valor que devuelve. En las expresiones algebraicas en general todos los valores
son de tipo nimero, que denotamos con Num (y los subtipos Nat, Int, ... ). Como ejemplo tomemos el caso
de la suma: tanto a la izquierda del simbolo “4” como a la derecha debe haber expresiones que representen
nimeros, y el resultado total también es un nimero.

Ademas del tipo Num utilizaremos el tipo de los valores booleanos, que denotamos con Bool. Este tipo
incluye las constantes True y False que representan las nociones de verdadero y falso respectivamente. Los
valores booleanos son importantes porque son el resultado de los operadores de comparacion =, <, <, >, >.

Las nociones de precedencia y tipado son importantes para asegurar que escribimos expresiones que tienen un
sentido tinico y bien definido. Los siguientes ejercicios tratan sobre estas nociones en el marco de las expresiones
algebraicas.

5. Saca todos los paréntesis que sean superfluos segun las reglas de precedencia y asociatividad de los ope-
radores aritméticos. Por ejemplo:

(8 —6) xx = (6% (x?)) +3
= { precedencia de * por sobre + }
(8 —6)xx=6x*(2%)+3

= { precedencia de ? sobre  }
(8—6)xx=6x2>+3

a) (~(5+2)+ ((3%6)/(4%5))) * (8% 5)
D) (2)245) — (4+2)/(4)) + 1 = (5% 2)/8) + (3 %5)?

6. Introduci paréntesis para hacer explicita la precedencia.

a) 5¥3+4>7-7+3
b) 3+4xx =14

7. Escribf el tipo de los siguientes operadores y funciones: *, /, 2, <, >, =. ;Cudl es el tipo de esos mismos
operadores en haskell ? ; Qué sucede con el operador —7?



Como ejemplo presentamos el caso del operador +. Este operador toma dos numeros y devuelve otro
nimero. Podemos escribir su tipo en notacion funcional listando el tipo de los pardmetros y a continuacién
el tipo resultado:

+ : Num — Num — Num

Otra forma de escribir el tipo de este operador, ttil para armar el arbol de tipado de una expresién, es en
notacion de drbol:

Num + Num

Num
En haskellel operador (+) tiene el mismo tipo. En ghci podemos corroborarlo de la siguiente manera:

Main> :t (+)
(#) :: Num a => a -> a -> a

Esta respuesta se interpreta de la siguiente manera. El tipo del operador (+) es lo que esta a la derecha de
=> es decir a — a — a, donde la variable a indica cualquier tipo. Por otro lado, lo que esta a la izquierda
de => nos indica que el tipo a es un subtipo de Num, es decir, Nat, Int.

Evaluaciéon

Cuando trabajamos con expresiones y formulas, muchas veces simplificamos las expresiones para que
sean mas simples. Este proceso de simplificacion esta asociado a la semantica o significado que le damos a la
expresion. Por ejemplo, si tenemos la expresion 7T+1 la reemplazamos por 8 pues sabemos que ambas expresiones
representen el mismo niimero. La nocién de evaluacion estd mads relacionada con las caracteristicas sintdcticas
(asociado a los simbolos) de la expresién cumpliendo una funcién similar.

8. Simplifica las siguientes expresiones

a) 7T0x47/(3 +2)
b) (34 1) %10 = 25
¢) 2xx+y=1+2=xy

9. Evalua en haskell las expresiones del ejercicio anterior. ; Qué sucede con la ultima expresién?

Precedencia y tipado con operaciones booleanas

La Iégica proposicional introduce dos constantes que representan los valores de verdad (True y False) y
diversos operadores booleanos sobre estos valores (A, V,—, =, = ). Esta légica nos permite escribir expresiones
que codifican propiedades mas interesantes, como por ejemplo que “si un numero a es mayor a b y, ademas, b
es mayor a c¢, entonces a tiene que ser mayor a ¢”:

(a>b)A(b>c)=(a>c)

Al complejizarse el lenguaje, es necesario establecer reglas de notacion para poder escribir las expresiones
con mayor claridad y sin ambigiiedades. En particular, es posible eliminar paréntesis cuando los operadores
involucrados son asociativos (i.e. no importa el orden en que asocien los operandos), y segin las reglas de
precedencia, tal como hemos visto hasta ahora.



Los operadores A\, V, =, # son asociativos. Esto nos permite
establecer por ejemplo que las expresiones p A ¢ A\ r, junto con
pA(gAT)y (pAg) AT son equivalentes.

A la derecha se listan los nuevos operadores y aquellos vistos
anteriormente, en orden de mayor a menor precedencia.

En los siguientes ejercicios comenzamos trabajando principal-
mente con los aspectos sintacticos del nuevo lenguaje, para
asegurar una buena capacidad de lectura y escritura de las nue-
vas expresiones, y con la semantica de los nuevos operadores,
es decir, su significado.

Niveles de Precedencia
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raices y potencias
producto y divisién
maximo y minimo

suma y resta

operadores de comparacion
negacion

disyuncién y conjuncion
implicacién y consecuencia

equivalencia y discrepancia

10. Sacé todos los paréntesis que sean superfluos segun las reglas de precedencia de los operadores booleanos.

a) ((a=b)A(b=c)) = (a=c)) = True)
b) (p=a)A(@=p)=P=4q)
¢) ((pA@)V(=r)=@A(gVr))
11. Introduci paréntesis para hacer explicita la precedencia.
a) pVag=r=@pP=r)A(g=r1)
b) p=q=pVg=q
) p=q=-pVgq

12. ;Estan bien escritas las siguientes expresiones? Para evitar errores, introduci paréntesis de acuerdo a las
reglas de precedencia, y en caso de ser posible escribi una tabla declarando el tipo de cada variable.

((True A False) = False) = False
b) 2=3Vv3=4Vaxa+2<b+7
c) (zAy=a)Az<w
d) z+3=y
e) (x+3=y) Az
f) avb=3+y
g) az2bA3+2<4 = c=b+1=2
h) a4+2>c=3+2<b=c=b=2x%a

a

1) "axb+c=dVp=>q=r<sANj=k+1lxm

Evaluacién

13. Evalud las siguientes expresiones booleanas, subrayando la subexpresion resuelta en cada paso, y justifi-

cando. Por ejemplo:

(False V True) A False = Fulse
={def. deV }

True A False = False
={def de A}

False = False
={def. de =}

True




a) ((True A True) V False) = False V True d) 5>3A3>1=5>1

b) T>4N4>7 e) False =2+2=5
c) T>4v4>7 f) 2+2=5= True
Funciones

En matemadtica, se dice que una magnitud o cantidad es funcién de otra si el valor de la primera depende
exclusivamente del valor de la segunda. Por ejemplo, supongamos que queremos viajar desde Cérdoba a Buenos
Aires en auto. La duracion del viaje T dependera de la distancia d entre Cérdoba y Buenos Aires y de la velocidad
v que lleve el auto. Del mismo modo, el drea A de un circulo es funcién de su radio r. Estas magnitudes a veces
pueden vincularse a través de la proporcionalidad directa o ser inversamente proporcionales. Asi, el drea A de
un circulo es proporcional al cuadrado de su radio, lo que se expresa con una férmula del tipo A =+ 1% y la
duracién de un viaje T es inversamente proporcional a la velocidad del vehiculo (T = d/v). A la variable que
se encuentra a la izquierda de estas férmulas (el drea, la duracién) se la denomina variable dependiente, y a las
variables de las que depende (el radio, la velocidad, la distancia) se las llama variables independiente.

De manera mas abstracta, el concepto general de funcion se refiere a una regla que asigna a cada elemento
de un primer conjunto un tinico elemento de un segundo conjunto. Por ejemplo, cada niimero entero posee un
tinico cuadrado, que resulta ser un nimero natural (incluyendo el cero):

-2 -1 0 1 2 3

L T
+4 +1 0 41 +4 49

Esta asignacion constituye una funcion entre el conjunto de los niimeros enteros y el conjunto de los naturales.
Diremos que una funcion le “asigna” a los elementos de un conjunto, llamado dominio, elementos de otro
conjunto, llamado codominio. La notacién:
f:A— B

indica que f es una funcioén con dominio A y codominio B. La definicién de una funcion tiene la forma
f.x = (expresién que depende de x)

donde f es el nombre de la funcién y x es/son la/s variable/s independiente/s.

14. En las siguientes definiciones identificd las variables, las constantes y el nombre de la funcién

a) fx=5xx

b)

c) por2.y =2xy
)

d

duplica.a=a+a

multiplicar.zz.tt = zz * tt

15. Escribi una funcién que dados dos valores, calcule su promedio.

16. Tomando las definiciones del punto 14 evalud las siguientes expresiones. Justifica cada paso utilizando la
notacién aprendida. Luego, controld los resultados en Haskell.

a) (multiplicar.(£,5),2) +1
b) por2.(duplica.(3 + 5))

17. Tomando las definiciones en el punto 2 demostra que duplica y por2, si son aplicadas al mismo valor, dan
siempre el mismo resultado. En otras palabras, la expresion duplica.x = por2.x es valida.

Tipado de funciones
Tomemos la funcion g definida asi:
gry=3rx—x*xy>0



Esta funcién toma dos argumentos de tipo Num y devuelve un valor de tipo Bool. Asi, el tipo de g se declara
de la siguiente forma:
g: Num — Num — Bool

Es decir, los tipos de los argumentos se listan primero, siguiendo el orden en el que seran llamados por la funcion,
y en ultimo lugar se coloca el tipo del resultado de evaluar la funcion.

18. Dar el tipo de las funciones del ejercicio 14 y el ejercicio 15.

19. Dar el tipo de las siguientes funciones:
a) gy =8x*y
b) hozow =z 4w
¢) jog=x<0

Definiciones de Funciones por casos

Hay ocasiones en las que una sola férmula no alcanza para definir una funcion. Asi, existen funciones que
para un conjunto de argumentos requieren una definicion y para otro conjunto de argumentos necesitan de otra
definicion diferente. Es el caso, por ejemplo, de la funcién espar que dado un natural devuelve true si el niimero
es par o false si el niimero es impar.

Una definicién por casos de una funcién tendra la siguiente forma general:

fox = ( By — fo
O Bi—nh
O By —fa

)

donde las B; son expresiones de tipo booleano, llamadas guardas y las f; son expresiones del mismo tipo que
el resultado de f. Para un argumento dado el valor de la funcién se corresponde con la expresion cuya guarda
es verdadera para ese argumento.

Al trabajar con expresiones booleanas se hace necesario incorporar a nuestro formalismo los operadores
A, V, = que pueden ser utilizados para combinar dos féormulas para obtener una nueva féormula. En haskell estos

operadores se escriben && , || y not, respectivamente.

20. Defini las funciones que describimos a continuacién, luego implementalas en haskell. Por ejemplo:

Enunciado: signo : Int — Int, que dado un entero retorna su signo, de la siguiente forma: retorna 1 si
T es positivo, -1 si es negativo y 0 en cualquier otro caso.

Solucidn:
) . En haskell se escribe asi:
signox = ( z>0-—1
O z<0—-1 sgn :: Int -> Int
O z=0—0 sgn x | x>0 =1
) | x<0 = -1
| x==0 =0

a) entreQy9: Int — Bool, que dado un entero devuelve True si el entero se encuentra entre 0 y 9.

b) rangoPrecio : Int — String, que dado un nimero que representa el precio de una computadora,
retorne “muy barato” si el precio es menor a 2000, “demasiado caro” si el precio es mayor que 5000,
“hay que verlo bien” si el precio esta entre 2000 y 5000, y “esto no puede ser!” si el precio es negativo.

¢) absoluto : Int — Int, que dado un entero retorne su valor absoluto.

d) esMultiplo2: Int — Bool, que dado un entero n devuelve True si n es multiplo de 2.
Ayuda: usar mod, el operador que devuelve el resto de la division.



Combinando Funciones
En algunos ejercicios que siguen se van a utilizar algunas de las funciones que estan en el Prelude. Por
ejemplo:
mod 20 3 = 2 — el resto de la divisién entre 20 y 3 es 2.
div 14 3 = 4 — parte entera de la division entre 14 y 3 es 4.
max 8 10 = 10 — devuelve el max entre 2 niimeros.
min 9 15 = 9 — devuelve el min entre 2 nimeros.

21. Definir la funcién esMultiploDe : Num— Num— Bool, que devuelve True si el segundo es multiplo del
primero. Ejemplo: esMultiploDe 3 12 = True.

22. Definir la funcién esBisiesto: Num— Bool, que indica si un ano es bisiesto. Un ano es bisiesto si es divisible
por 400 o es divisible por 4 pero no es divisible por 100.

23. Definir la funcién dispersion : Num— Num— Num— Num, que toma los tres valores y devuelve la
diferencia entre el mds alto y el mas bajo. Ayuda: extender max y min a tres argumentos, usando las
versiones de dos elementos. De esa forma se puede definir dispersién sin escribir ninguna guarda (las
guardas estdn en max y min, que estamos usando).

24. Definir la funcién celsiusToFahr : Num— Num, pasa una temperatura en grados Celsius a grados Fah-
renheit. Para realizar la conversiéon hay que multiplicar por 1.8 y sumar 32.

25. Definir la funcién fahrToCelsius : Num— Num, la inversa de la anterior. Para realizar la conversién hay
que primero restar 32 y después dividir por 1.8.

26. Definir la funcién haceFrioF : Num— Bool, indica si una temperatura expresada en grados Fahrenheit es
fria. Decimos que hace frio si la temperatura es menor a 8 grados Celsius.

Tuplas

Una manera de formar un nuevo tipo es combinando los otros ya existentes en tuplas (i.e., haciendo su
producto cartesiano). El ejemplo méds conocido es, quizas, el de un par de nimeros como (3,2). (3,2) es un
elemento de tipo (Num, Num). Por ejemplo, podemos definir una funcién que toma dos pares y los suma
coordenada a coordenada de la siguiente forma

sumaPares : (Num,Num) — (Num,Num) — (Num,Num)
sumaPares (a, b) (c, d) = (a+c, b+d)

27. Defini las funciones que describimos a continuacion, luego implementalas en haskell.

a) segundo3: (Num, Num, Num) — Num, que dada una terna de enteros devuelve su segundo elemento.
b) ordena: (Num, Num) — (Num, Num), que dados dos enteros los ordena de menor a mayor.

¢) rangoPrecioParametrizado : Num — (Num, Num) — String que dado un ntmero x, que representa
el precio de un producto, y un par (menor, mayor) que represente el rango de precios que uno espera
encontrar, retorne “muy barato” si x estd por debajo del rango, “demasiado caro” si estd por arriba
del rango, “hay que verlo bien” si el precio esta en el rango, y “esto no puede ser!” si x es negativo.

d) mayor3: (Num, Num, Num) — (Bool, Bool, Bool), que dada una una terna de enteros devuelve una
terna de valores booleanos que indica si cada uno de los enteros es mayor que 3.
Por ejemplo: mayor3.(1,4,3) = (False, True, False) y mayor3.(5,1984,6) = (True, True, True)

e) todoslguales : (Num, Num, Num) — Bool que dada una terna de enteros devuelva True si todos sus
elementos son iguales y False en caso contrario.
Por ejemplo: todoslguales.(1,4,3) = False y todoslguales.(1,1,1) = True



