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Capitulo 1

Revisando la aritmética

1.1. Elementos sintacticos y su semantica intuitiva

A continuacién vamos a presentar la pieza inicial de nuestro sistema formal: la aritmética.
Con el paso de las unidades lo iremos complejizando, agregando nuevas piezas y formalizando
gradualmente las ya presentadas.

Nuestras expresiones podran tener la siguiente estructura:

= Un ndmero, por ejemplo: 1, 35, 8.. A estas expresiones les llamaremos constantes.

= Una letra, por ejemplo: z, y, z. A estas expresiones les llamaremos variables. Como en la
secundaria, las variables pueden ser reemplazadas por cualquier otra expresion.

= Si ya construimos dos expresiones, por ejemplo 3 y x, podemos construir expresiones mas

complicadas combindndolas con operadores. Por el momento los tnicos operadores que

utilizaremos serdn la suma (z +y), la resta (z — 6), la multiplicacién (ax b), la divisién (6/3)

y la potenciacién (2%). A su vez, cada una de estas expresiones puede volver a combinarse
(z+y)

con otras, por ejemplo: % + 6/3.

Hasta aqui hemos hablado de la sintaxis de nuestro lenguaje, es decir, de los simbolos que
utilizaremos y de la forma correcta en que deben estar dispuestos para armar expresiones. Pero no
hemos dicho nada acerca de su significado, ni de qué representan esos simbolos, o sea, no hemos
establecido la seméantica de nuestro lenguaje. Todos los simbolos que hemos presentado en el
listado anterior representaran valores de tipo numérico. Asi, el simbolo 1 representa al valor
uno, el 5 al valor cinco, etc. Estas distinciones no suelen hacerse durante la secundaria pero aqui,
visto que a medida que vayamos avanzando no sélo trabajaremos con nimeros sino también con
otros tipos de datos, la distincién nos serd muy util.

Usando las tres reglas anteriores construi algunas expresiones con al menos dos operadores. ;| Cémo
podrias justificar que tus expresiones estdn bien construidas?

1.1.1. Relaciones

Contando s6lo con constantes, variables y operadores sélo podemos escribir expresiones pero no
disponemos, en nuestro lenguaje formal, de herramientas para expresar relaciones o propiedades
sobre las expresiones. Asi, no podemos decir que la expresién 2 + 1 es igual a la expresion 3 o que
z es menor a x + 1.

Para superar esta limitacion, a nuestro sistema formal vamos a agregarle las relaciones. Cuando
combinamos dos expresiones usando un simbolo de relacién decimos que construimos una férmula.
Una férmula es un tipo particular de expresiones.

Los simbolos de relaciones que consideraremos por el momento serdan: =, #, <, <, > y > cuya
semantica serd la siguiente:
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» Tgualdad (=): Cuando decimos que x = y estamos diciendo que x representa el mismo valor
que y y viceversa.

» Diferencia (#): Cuando = # y significa que z representa un valor distinto al de y y viceversa.

= Menor (<): Al escribir z < y estamos diciendo que el valor que representa x es estrictamente
menor al valor que representa y.

= Menor o igual (<): Cuando decimos que z < y estamos afirmando que el valor que representa
x es menor o igual que el valor que representa y.

» Mayor (>): Cuando x > y significa que z representa un valor estrictamente mayor a y.

= Mayor o igual (>): Al escribir z > y estamos afirmando que el valor que representa z es
mayor o igual al valor que representa y.

Aqui hemos dado la seméantica de cada una de las relaciones que utilizaremos usando variables.
Pero, al igual que los operadores +, —, etc, las relaciones también pueden utilizarse para relacionar
dos ntmeros, por ejemplo la férmula: 3 < 45.

Teniendo en claro la seméantica de cada una de las relaciones podemos comenzar a pensar en
interrelaciones entre ellas:

1. ;Qué relacién es la contraria a la igualdad?

2. (Qué relacion es la contraria al menor? ;Y al mayor o igual?

. Qué valor tiene la expresién (formula) 2 + 3 = 57

Con la introduccion de las relaciones buscdbamos tener herramientas con las cuales comparar
o relacionar dos expresiones dadas. Ahora bien, el resultado de esa comparacién evidentemente no
es de tipo numérico. Al comparar dos expresiones podemos obtener dos respuestas: verdadero, por
ejemplo en el caso 6 # 4, o falso, como en el caso 5 > 1. Asi, diremos que las férmulas representan
valores de tipo booleano: son verdaderas o son falsas.

iSon 22 +2=8+2=10y 4 =3+ 1 =5 expresiones? ;Por qué?

1.1.2. Reglas de precedencia

. Te parece que las siguientes expresiones representan lo mismo?

1. (2—3) 5
2. 2—(3x5)
3. 2—3x%5
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1. Indicd como se fue construyendo la expresion marcando cada etapa de la construccién con
un subrayado diferente.

a) 3+4xzx=4
b) 5x3+4>27—-7+3
c) (a®+0b)? %23
;Cambiaria la expresién si encerraras en paréntesis cada parte subrayada?

2. (Son correctos los siguientes subrayados?

a) (5*x4)*(2—y)+20=0

Agrega los paréntesis que sean necesarios para hacer que las siguientes formulas sean verdaderas:
= 2x34+12>8
= 5%x4-2247=27

1.1.3. Variables

Utilizando solo las constantes, los operadores y las relaciones podemos resolver una enorme canti-
dad de célculos, tan complicados como se nos ocurran. Una calculadora basicamente funciona en
base a estos elementos. Pudiendo hacer todo esto es valido preguntarnos: jpara qué es necesario
contar con variables? ;qué novedades aportan? jqué respuestas podrias darles a estas preguntas?

Las variables nos permiten, al menos, dos cosas:

s En primer lugar, descubrir cosas. Seguramente en la secundaria y en el Curso de Nivelacién
has resuelto numerosas veces problemas como el siguiente: En diciembre Carlos cobré $1000
de aguinaldo de los cuales gasté $340 en el supermercado. El resto lo dividié en partes iguales
entre sus tres hijos. ;Cuanto dinero le toco a cada hijo?

. y 1000—340 . . -y
Al formalizar este problema con la ecuacién: z = (—3) y realizar los calculos tipicos

para “despejar” la variable, lo que finalmente conseguimos es descubrir para qué valores de
x la ecuacién es verdadera.

= En segundo lugar, generalizar cosas. A lo largo de la historia los cientificos han arribado
a un conjunto de expresiones que consideran vélidas, muchas de ellas muy conocidas. Por
ejemplo, en fisica la segunda ley de Newton establece que F' = m * a, en matematica la regla
para elevar al cuadrado un binomio es: (a + b)? = a? + 2ab + b* Estas reglas establecen que
una propiedad es vélida para todos los elementos de un determinado conjunto, tarea que no
podria llevarse a cabo sin la ayuda de las variables.
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Si no tuviéramos un simbolo para denotar “a cualquier niimero” deberiamos escribir infinitas
reglas, una para cada constante. Asi, uno de los rasgos més importantes de las variables es
que pueden ser sustituidas por otras expresiones.

1, Qué relacion podés establecer entre estas dos férmulas?
(@®=b*)=(a+b)*(a—b) — (16 —y?) = (4+y)*(4—y)
(axb)xc=ax*(bxc) — (2;‘%*350)*23: 2;—3“”*(350*23)

1.2. Simplificacién de expresiones

Simplifica las siguientes expresiones aritméticas.
1. 32*2
2. (277 — 252)
3. (54 2% (—4))2/(=3) — (5% (~4) + (~6)) - (~1)2

. Son correctas las siguientes simplificaciones?

1 Brdeied)  BE
S ) P g 14

il

Simplifica usando Equ las siguientes expresiones

1. 5% 27+ 2% (54725 + (4 — 273)) % 2

20 ot
3. (2+3)*

Hasta este momento tenemos una nocién de forma candnica para expresiones; para comenzar a
pensar cuéales deberfan ser las formas candnicas para férmulas te proponemos la siguiente actividad.

Simplifica las siguientes formulas en Equ: 23 +2 =545y 23 42 = 24,

1.2.1. Simplificando férmulas

Hasta ahora hemos trabajado mayormente simplificando expresiones numéricas. En esta seccion
vamos a comenzar a manipular férmulas. La pregunta que intentaremos responder serd: ;como
simplificarlas?

Cuando trabajabamos con expresiones numéricas, las relaciones disponibles eran =, <,>, ...,
y principalmente utilizamos la relacién de igualdad para escribir la simplificacién de esta clase de
expresiones. Asi, cuando escribimos:
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243
= { Definicién de suma }
5

el simbolo = indica que la expresion de arriba 2+ 3 tiene el mismo valor que la expresién de abajo,
3.

Cuando trabajamos con féormulas, que son expresiones de tipo booleano, necesitamos entonces
una relacién que nos permita comparar sus valores, una relaciéon de igualdad pero para valores de
verdad, en lugar de valores numéricos. La “igualdad” de booleanos se denomina “equivalencia” y
se denota con el simbolo =. Asi, si escribimos

2+3=5

= { Definici6én de suma }
5=5

= { reflexividad }
True

estamos indicando que la primer férmula tiene el mismo valor de verdad que la tercera. Tal como
sucedia con la igualdad numérica, la equivalencia también tiene la propiedad de transitividad, por
lo que normalmente vamos a escribir simplificaciones de muchos pasos también para férmulas.

Hasta ahora True y False no son expresiones, porque no son numeros, ni son variables, ni
expresiones complicadas construidas con operadores o relaciones. Para poder usarlas necesitamos
extender nuestro lenguaje formal; lo haremos integrandolas a la categoria de las constantes. En-
tonces ahora ademads de los niimeros 1,2,3, ..., tenemos True y False como constantes.

LEs True 4+ 3 una expresién?

1.3. ;Cdémo asegurarnos que una expresion tiene sentido?

Considera las siguientes expresiones:

1. 443,
2. True + 3,
3. x4+ 3.

.,Se pueden simplificar? ;Por qué constantes podrias sustituir la z para que la expresion se pueda
simplificar?

La introduccion de True y False implicé extender la idea de expresién. Asi por ejemplo,
tenemos expresiones, sin variables, a las que no les podemos encontrar forma candnica; es decir
que tenemos expresiones que no tienen sentido. Ahora tenemos en la bolsa de expresiones cosas
que no tienen sentido, por eso necesitamos herramientas que nos permitan distinguirlas de las que
s{ tienen sentido.

El concepto clave para esta distincién es el concepto de tipo. Como ya vimos anteriormente,
los tipos son categorias que se les asigna a las expresiones; intuitivamente las expresiones pueden
ser interpretadas como elementos que pertenecen al conjunto del tipo. Tendremos dos tipos: Nat,
categoria a la que pertenecen todas las constantes numéricas, y Bool, a la que pertenecen las
constantes True y False.

Las constantes ya tienen tipos; ahora podemos preguntarnos cémo calcular el tipo de una
expresion compleja. Esto es interesante porque nos puede ahorrar reducir una expresién que en
algin momento no se podria reducir.
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; Qué herramienta podemos usar para saber si podremos encontrar la forma candnica de una
expresion compleja?

La herramienta fundamental que vamos a usar es el tipado de expresiones; esto significa asignarle
un tipo a la expresion. Ese tipo no puede ser cualquiera; para averiguarlo construimos drboles de
tipado. Nuestro programa Equ construye esos arboles de tipado por nosotros.

Nuestro primer objetivo es descubrir cémo equ construye el arbol de tipado que justifique el tipo
que le asigna a la expresion:

2% (3+5)+(1+(2—4%5))

Equ dice que Nat es el tipo de la expresién; y que los arboles de 2 — 4 %5 y de 3 + 5 son
respectivamente:

2 — 4 x5
NatxNat

Nat— Nat
Nat

3+ 5
Nat+Nat
Nat

Observando estos arboles, intentd construir en papel el arbol para la expresion entera.

Tal vez al construir el arbol de la actividad anterior te encontraste con situaciones parecidas en
diferentes ramas. Ahora te proponemos que observando los siguientes drboles de tipos, sistematices
la forma en que se construyen arboles para expresiones con operadores aritméticos.

1. a
b
c

d

8 %24
2% 16
98 + 90

)
)
)
) 3+ 17

2. (Seria diferente el arbol de la resta? ;Y el arbol de los operadores de relaciéon?

3. Usando las conclusiones de la respuesta anterior, construi en papel el drbol para (34 5) * 2.
Contrastalo con el arbol que construye EQU . Si es necesario revisa tu sistematizacién de la
forma de construir arboles para estos operadores.

4. Construi usando EQU el érbol de tipado para (2 = 3)+1. Discuti con tus colegas la situacién.

Utilizando EQU saca todos los paréntesis que sean superfluos, es decir, manteniendo el drbol de
tipado calculado.

1. (=(54+2)+ ((3%6)/(4%5))) * (8*5)
2. (((2)245)— (4*2)/4)+1=((5*2x)/8) + (3%5)>
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1.3.1. Tipando expresiones con variables

Ahora pasaremos a tipar expresiones que contengan variables. Para ello, serd necesario utilizar
los esquemas generales de tipado para los operadores que construiste en la actividad anterior.

Utilizd EQU para averiguar qué tipo tiene que tener cada variable para que la expresién esté bien

tipada.
1. z4+2x3=1
2. (=1 *x(z—2)=z+6
3. y+z=3

4. x>0

1.4. Ecuaciones: validez y satisfactibilidad

Simplifica las siguientes férmulas utilizando EQU :
1. 6xx+8=x+3
2. (a+b?=a?>+2xaxb+b?

..Como interpretarias la solucién en cada caso? jAdemas de estas dos situaciones, se te ocurre
otra situacion a la que puedas llegar cuando simplifiques una formula?

1.4.1. Validez

En estos ejercicios trabajamos sobre ecuaciones aritméticas centrandonos en diferentes aspectos:
algunas veces buscando valores que satisfacen las ecuaciones, otras demostrando que las ecuaciones
son siempre verdaderas independientemente de los valores que tomen las variables.

En este curso nos interesa particularmente trabajar sobre férmulas que expresan verdades gene-
rales. Cuando el valor de una férmula es verdadero, independientemente de los valores que tomen
las variables que ocurren en ella, decimos que es wvdlida. Los teoremas, lemas y proposiciones que
podes haber visto en materias como el Algebra son ejemplos de férmulas validas.

Demostra que las siguientes formulas son vélidas:
m dxx+14=2x(2*xx+5)+4
s (z—1)x(z+1)=2%-12

Decidi si las siguientes férmulas son vélidas o no:

l.x+rx=2x*x
2. r=x+1

;, Cémo interpretas el ultimo resultado? ;Se puede obtener mas informacién a partir de ese resul-
tado?
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Simplifica la siguiente formula: 2 x x — 18 =4
,Cémo podrias dar una prueba fehaciente de que no es valida?

Se le pidi6 a Pedro que demostrara que 22 — 1 = (x — 1) * (z + 1) es una férmula vélida. Pedro
present6 lo siguiente:

Hipétesis: z =1

(x—1)*x(z+1)

= { Reemplazo = por su valor }
(1—1)%(1+1)

= { Distributividad }
12+12-12-1°

= { Opuesto de la suma }

12 _ 12
= { Definicién de potencia }
12-1

.,qué podes decir acerca de la resolucién de Pedro?

1.4.2. Satisfactibilidad

La férmulas que tiene al menos una solucién las llamamos satisfactibles; y como ya dijimos,
cuando cualquier valor de las variables es una solucién, decimos que es valida.

iSe te ocurre cémo utilizar EQU para demostrar rdpidamente que la formula 3 x z — 16 = = es
satisfactible?

Hasta aqui tenemos cuatro categorias para clasificar las férmulas: valida, satisfactible, y sus
negaciones. Cada una de estas categorias determina un conjunto de férmulas.

. Que relaciones podes establecer entre los conjuntos de formulas determinados por estas cate-
gorias?

Las siguientes féormulas no son vélidas, es decir, para al menos algtin valor de la variable x cada
férmula es falsa. Justificd dando un contraejemplo. Ademds, indicd cudles son satisfactibles y qué
valores las satisfacen.

1. 3xz+1=3x(x+1)
2. 24 (yx2)=(x+y)*(x+2)
3. x+100 =2

Como hemos visto a través de las actividades, el proceso de simplificacion de una formula
se puede utilizar para diferentes fines. Cada una de estas simplificaciones es una demostracién
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de algin hecho: que una ecuacién tiene una o mas soluciones, que no las tiene, o que cualquier
valor es solucién. Al mismo tiempo, hemos visto algunas estrategias para llevar adelante estas
demostraciones: simplificando la féormula hasta llegar a una equivalente cuyo valor es obvio, a
través de ejemplos y contraejemplos.

Se debe tener presente que normalmente, cuando se habla de demostracién en matematica, se
esta haciendo referencia a mostrar que cierta formula es valida.

. Qué estrategias se puede utilizar, en cada caso, para demostrar que una formula pertenece a
alguna de las cuatro categorias antes mencionada?

Decidi si son vdlidas o no vdlidas y satisfactibles o no satisfactibles las siguientes férmulas. Justifica
en cada caso.

L Ve+y=vrt+y
2. (a—b)*(a+b)*((a+b)?—2xaxb) =a*—b*
3. 22 +2%x2+4=0

Da ejemplos y una justificacién apropiada de una férmula:
1. vélida (y por lo tanto satisfactible).
2. satisfactible pero no vélida.

3. no satisfactible (y por lo tanto no vélida).



Capitulo 2

Loégica Proposicional

En este capitulo centramos nuestra atencién en los razonamientos. Los siguientes ejemplos son
muy conocidos en el estudio de la légica:

i, Crees que estos razonamientos son correctos? ;Cémo justificarias tus respuestas?

= Si tuviera pelo serfa feliz. No tengo pelo. Entonces, no soy feliz.
= Todos los hombres son mortales. Sécrates es hombre. Por lo tanto, Sécrates es mortal.

= Si Dios fuera incapaz de evitar el mal no serfa omnipotente; si no quisiera hacerlo seria
malévolo. El mal s6lo puede existir si Dios no puede o no quiere impedirlo. El mal existe.
Si Dios existe, es omnipotente y no es malévolo. Por lo tanto, Dios no existe.

Uno de los conceptos bésicos de légica es el de proposicion. Suele definirse una proposiciéon
como una sentencia declarativa de la cual puede decirse que es verdadera o falsa. Por ejemplo, en
el primer razonamiento de los anteriores, “Sécrates es mortal” es una proposicién.

Las proposiciones seran usadas esencialmente en razonamientos. Entendemos por razonamiento
a un conjunto de proposiciones de las cuales se afirma que una de ellas se deriva de las otras.
En este sentido, un razonamiento no es cualquier conjunto de proposiciones sino que tiene una
estructura. La conclusién de un razonamiento es una proposicion que se deriva de las otras, llamadas
hipdtesis. Se supone que las hipdtesis sirven como justificacién o evidencia de la conclusion. Si el
razonamiento es valido, no puede aceptarse la verdad de las hipdtesis sin aceptar también la validez
de la conclusién.

Se suele definir a la légica como el estudio de los métodos y principios usados para distinguir
los razonamientos correctos de los incorrectos. En este sentido, la légica estudia basicamente la
estructura de estos razonamientos, y determina si un razonamiento es correcto o no pero no si la
conclusién de éste es valida o no. Lo unico que la légica puede afirmar de un razonamiento correcto
es que si se partié de hipdtesis verdaderas la conclusién serd verdadera, pero en el caso que alguna
de las hipotesis sea falsa nada sabremos del valor de verdad de la conclusion.

Desde hace ya 2.500 afios la filosofia busca y propone respuestas a las siguientes preguntas:

= ;Como puede determinarse si un razonamiento es correcto?

= ;Como puede determinarse si una conclusion es consecuencia de un conjunto de hipdtesis?,
y de ser asi, jcémo puede demostrarse que lo es?

= ;Qué caracteristicas de las estructuras del mundo, del lenguaje y de las relaciones entre
palabras, cosas y pensamientos hacen posible el razonamiento deductivo?

11
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2.1. Elementos sintacticos y su semantica intuitiva

Los razonamientos presentados mas arriba fueron hechos en castellano. Cuando se usa un len-
guaje natural, es sencillo caer en ambigiiedades y confusiones que no tienen que ver con problemas
logicos. Para evitar este tipo de confusiones y concentrarnos en los problemas centrales de la 16gi-
ca, se creard un lenguaje artificial libre de este tipo de ambigiiedades, al cual puedan después
traducirse los razonamientos anteriores.

Conceptos tedricos

Una proposicion se puede pensar como una afirmacion, es decir, una oracién de la cuél se puede
afirmar que es verdadera o que no lo es, aunque no sepamos la respuesta en ese momento.

Por ejemplo, sobre la oracién “la pizza es un vegetal” puede afirmarse que es falsa y sobre la
expresion “2 + 4 = 6” puede afirmarse que es verdadera, por lo tanto ambas son proposiciones.
Por otro lado la oraciéon “lunes” no es una proposicién, porque es imposible asignarle un valor de
verdad.

Es importante aclarar que en muchos casos, el hecho de desconocer su valor de verdad (verdadero
o falso) las proposiciones siguen siendo tales; por ejemplo, la afirmacién“manana lloverd” puede
ser verdadera o falsa, pero no lo sabremos hasta que el dia de manana llegue.

Para poder referirnos a estas proposiciones y poder combinarlas, las representaremos con un
nombre. Por ejemplo, con la letra p podemos representar la afirmaciéon “me gusta la palta” y con
la letra ¢ podemos representar la afirmacién “me gusta el queso”. Esto se escribe de la siguiente
manera:

p = me gusta la palta
q = me gusta el queso

Para realzar afirmaciones més complejas, en lenguaje natural, utilizamos conectores. La logica
proposicional toma algunos de ellos y los representa de forma simbdlica. Por ejemplo si quere-
mos afirmar “me gusta la palta y el queso” podemos hacerlo utilizando las letras p y g definidas

anteriormente y un nuevo simbolo, en este caso A, que represente el conector “y”

PAg

A las letras p y ¢ las llamamos variables proposicionales, porque muchas veces cuando trabajemos
con estos simbolos nos vamos a olvidar del significado especifico que le dimos (semdntica) y sélo nos
vamos a concentrar en la relacién que hay entre las expresiones. En otras palabras, su significado
puede variar.

En los capitulos anteriores trabajamos con férmulas sencillas. Estas estaban formadas por
relaciones entre expresiones niumericas, como por ejemplo 6 + 7 x 2 > 21. A partir de ahora,
vamos a extender la idea de férmula, incorporando nuevas variables, las constantes True y False y
operadores booleanos que nos permiten construir férmulas complejas a partir de otras mas sencillas.

De ahora en més una férmula serd alguna de las siguientes, y la llamaremos férmula proposi-
cional:

= una constante como True y False;
= una variable proposicional, como p, q,7,...;
= una férmula nimerica como las que definimos en la seccion 2.1.1;

= una combinacion de férmulas proposicionales con los operadores booleanos A, V, -, =, <, =

V7

Describimos ahora los operadores booleanos considerados y su significado. Mas adelante los
usaremos para interpretar oraciones del lenguaje natural y consideraremos los aspectos mas sutiles
o controversiales de como usar la l6gica matematica para razonar acerca de argumentos presentados
en el lenguaje corriente.

12
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Conjuncién. El operador A representa el ‘y’ del lenguaje. Es un operador binario, ya que toma
dos férmulas (que llamaremos subférmulas) y construye una nueva férmula. Una férmula de
esta clase es verdadera cuando ambas subférmulas son también verdaderas.

Disyuncién. El operador binario V representa el ‘0’ del lenguaje. Se lo suele llamar disyuncién
inclusiva, dado que una formula compuesta por V es verdadera cuando al menos una de las
subférmulas es verdadera.

Negacion. El operador — es unario, es decir toma una sola férmula y construye otra cuyo valor
de verdad es el opuesto.

Implicacién. El operador binario = captura la idea de consecuencia légica. Si Fy y Fa son
férmulas, la formula F} = F5 es verdadera siempre que siendo Fj verdadera, Fy también lo
sea. La férmula anterior también es verdadera cuando la hipdtesis Fy es falsa. Como veremos
mas adelante, este operador es uno de los méas controversiales respecto de su relaciéon con el
lenguaje.

Consecuencia. El operador < es el converso de =, esto significa que F} < F5 es igual a Fy» = F].

Equivalencia. El operador = simboliza la igualdad de valores de verdad. Por lo tanto podia usarse
también el operador usual de la igualdad para este caso. Sin embargo, ambos operadores
tienen propiedades distintas y por lo tanto preferimos distinguirlos.

2.1.1. Reglas de precedencia

Cuando tenemos expresiones numéricas, por ejemplo, 3*¥2+5, sabemos que primero tenemos que
multiplicar y luego sumar. Estos acuerdos generales en qué operacion se hace primero en cada caso,
se llaman reglas de precedencia. Para el caso de las férmulas proposicionales es necesario definir la
precedencia de cada operador y su relacién con las reglas de las férmulas nimericas:

v+ ()? raices y potencias
*, / producto y division
, suma y resta
=,<,> conectivos aritméticos
- negacién
VA disyuncién y conjuncion
= < implicacién y consecuencia
=# equivalencia y discrepancia

Por ejemplo, la férmula

(2<3)vB<d)=r={(2<3)=r)A((2<4) =)

puede simplificarse como
2<3V3<d=r=02<3=nrA2<4=r)

2.2. Lenguaje y logica

La légica matematica surgié como una manera de analizar los razonamientos escritos en lenguaje
natural. Los operadores presentados en la seccién anterior fueron pensados como contrapartidas
formales de operadores del lenguaje. Si se tiene cierto cuidado puede traducirse una proposicién
escrita en lenguaje natural a lenguaje simbdlico. Esta traducciéon nos permitird dos cosas: por un
lado resolver ambigiiedades del lenguaje natural; por otro, manipular y analizar las expresiones asi
obtenidas usando las herramientas de la légica.
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La idea bésica de traduccién consiste en identificar las proposiciones elementales de un enun-
ciado dado y componerlas usando los operadores booleanos asociados a los conectivos del lenguaje
que aparecen en el enunciado. Los conectivos del lenguaje son traducidos a su interpretacion literal,
aunque veremos algunas sutilezas de dicha traduccion.

Discuti con tus companeros cémo traducir la siguiente oracién del lenguaje natural en una férmula
proposicional:

Hamlet defendi6 el honor de su padre pero no la felicidad de su madre.

Supongamos que complejizamos la sentencia anterior de la siguiente manera:
Hamlet defendié el honor de su padre pero no la felicidad de su madre o la suya propia.
Podemos analizarla como compuesta por tres proposiciones elementales:

p : Hamlet defendié el honor de su padre.
q : Hamlet defendi6 la felicidad de su madre.
r : Hamlet defendi6 su propia felicidad.

Usando estas variables proposicionales podemos traducirla como:

pA=(gVr)
Noté que la palabra “pero” se traduce como una conjuncién (dado que afirma ambas compo-

nentes).

2.2.1. Negacién, conjuncién y disyuncion

,Cémo traducis la sentencia “No todos los unicornios son azules”? ;y la sentencia “Algunos
unicornios no son azules”?

La operacién de negacién aparece usualmente en el lenguaje insertando un “no” en la posicion
correcta del enunciado que se quiere negar; alternativamente, puede anteponerse la frase “es falso
que” o la frase “no se da el caso que” o hacer construcciones algo mas complejas. Por ejemplo el

enunciado
Todos los unicornios son azules.
también puede negarse de las siguientes maneras:

No se da el caso de que todos los unicornios sean azules.

Es falso que todos los unicornios sean azules.

Si simbolizamos con p a la primera proposicién, usaremos —p para cualquiera de las variantes
propuestas.
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Si tomamos como proposiciones simples las siguientes

p : Llueve.

q : Hace frio.
Jcudles de las siguientes sentencias del lenguaje natural estan representadas por la formula p A —q?

1. Llueve y no hace frio.
2. No hace frio pero llueve.
3. Es falso que llueve y hace calor.

4. Aunque llueve hace frio.

La conjuncién se representa por la palabra “y” uniendo dos proposiciones. Otras formas gra-
maticales de la conjuncién se interpretan del mismo modo, por ejemplo las palabras “pero” o
“aunque”. Asi, interpretamos las siguientes oraciones:

Llueve y no hace frio.
Llueve pero no hace frio.

Aunque llueve no hace frio.

como representadas por la proposicion

PA—q
Hay que tener en cuenta, sin embargo, que la palabra “y” no siempre representa una conjuncién.
Si bien lo hace en la frase

Joyce y Picasso fueron grandes innovadores en el lenguaje del arte.
no es este el caso en:

Joyce y Picasso fueron contemporaneos.

donde simplemente se usa para expresar una relacion entre ambos. En este caso la sentencia no
puede dividirse en dos sentencias relacionadas por el “y” ya que la relacién “ser contemporaneo”
necesariamente involucra al menos dos sujetos.

= Si tenemos las siguientes proposiciones elementales

p : Para ser emperador hace falta el apoyo de la nobleza.
q : Para ser emperador hace falta el apoyo del pueblo.

;como formalizas la sentencia “Para ser emperador hay que tener el apoyo de la nobleza o
del pueblo. 7?7

= Si consideramos la sentencia “El consejero del emperador pertenece a la nobleza o al pueblo”.
jcudles son las sentencias elementales involucradas? jutilizarias el mismo operador para
formalizar la sentencia completa?

La palabra usual para representar la disyuncién es “0”, aunque existen variantes del estilo “o

bien . ..o bien”. El caso de la disyuncién es un poco mas problematico que los anteriores, dado que
existen en el lenguaje dos tipos de disyuncidn, la llamada inclusiva y la exclusiva. Ambos tipos
difieren en el caso en que las proposiciones intervinientes sean ambas verdaderas. La disyuncién
inclusiva considera a este caso como verdadero, como por ejemplo en:
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Para ser emperador hay que tener el apoyo de la nobleza o del pueblo.

obviamente, teniendo el apoyo de ambos se estd también en condiciones de ser emperador. Esta
proposicién se simboliza como

pVgq

donde p y ¢ son las proposiciones definidas en la actividad anterior.
La sentencia

El consejero del emperador pertenece a la nobleza o al pueblo.

es un caso de disyuncién exclusiva, ya que se se interpreta que el consejero no puede pertenecer
a la nobleza y al pueblo al mismo tiempo. Esta proposicién se simboliza como

PEQq

donde las proposiciones elementales son

p : El consejero del emperador pertenece a la nobleza.

q : El consejero del emperador pertenece al pueblo.

En latin existen dos palabras diferentes para la disyuncién inclusiva y exclusiva. La palabra
“vel” se usa para la disyuncién inclusiva mientras que para la exclusiva se usa la palabra “aut”. El
simbolo usado en légica para la disyuncién proviene precisamente de la inicial de la palabra latina.

2.2.2. Implicacién y equivalencia

La implicaciéon logica suele representarse en el lenguaje natural con la construccién “si .. .entonces
...”. Es uno de los conectivos sobre los que menos acuerdo hay y al que mas alternativas se han
propuesto. Casi todo el mundo estd de acuerdo en que cuando el antecedente p es verdadero y el
consecuente ¢ es falso, entonces p = ¢ es falsa. Por ejemplo, el caso de la afirmacién

Si se reforman las leyes laborales entonces bajara el desempleo.

Sin embargo existen ciertas dudas acerca del valor de verdad (o del significado 16gico) de frases
como

Si dos mas dos es igual a cinco, entonces yo soy el Papa.

Para la légica cldsica que estamos presentando aqui, la frase anterior es verdadera (mirando
la tabla de verdad del =, vemos que si ambos argumentos son falsos entonces la implicacién es
verdadera).

Normalmente se usa una implicacién con un consecuente obviamente falso como una manera
eliptica de negar el antecedente. Por ejemplo decir

Si la economia mejoré con esos ajustes, yo soy Gardel.

es una manera estilizada de decir que la economia no mejoré con esos ajustes. Otra forma de
representar la implicacién (y la consecuencia) en el lenguaje es a través de las palabras “suficiente”
vy “necesario”. Por ejemplo la siguiente proposicién:

Es suficiente que use un preservativo para no contagiarme el VIH
puede simbolizarse con p = —q donde las proposiciones simples son:

p : Uso un preservativo. ¢ : Me contagio el VIH.
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7

Algunas veces la construccién lingiiistica “si ...entonces ...o si ...” no se traduce como una
implicacién sino como una equivalencia. En matemética es comun presentar definiciones como

Una funcién es biyectiva si es inyectiva y suryectiva.

lo cual podria en primera instancia traducirse como p A ¢ = r, donde p dice que “una funcién es
inyectiva”, g que “es suryectiva” y r que “es biyectiva”. Si bien esa afirmacién es indudablemente
cierta, la definicién matemaética estd diciendo en realidad que p A ¢ = r. Obviamente si tengo una
funcién biyectiva puedo asumir que es tanto inyectiva como suryectiva, lo cual no podria inferirse
de la primer formalizacién como implicacién.

Una alternativa en el lenguaje es usar la construcciéon “si y sélo si” para representar la equiva-
lencia. De todas maneras no existe ninguna construccién del lenguaje que represente fielmente la
equivalencia légica.

Escribi una oracién en leguaje natural que pueda ser modelada con las siguientes férmulas. Describi
el significado que le asignas a cada variable.

1. pVygq
2. pAq
p=4q

p=q

SO

-p

Representa con una férmula de 1égica proposicional los siguientes enunciados. Usé el simbolo de
predicado p para representar (a < b), usd ¢ para representar (b < ¢), y r para (a < ¢).

1. si a es menor que b y b es menor que ¢ entonces a es menor que ¢’
2.a<b<c

3. Si a < b entonces no es el caso que (a > ¢).

4. (a>byb<c)o(a>c)
5

. Noesel caso que (a<bya<c)

—_
EN|
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Escribi una férmula proposicional para cada una de las siguientes frases, utilizando una variable
proposicional para cada sentencia atomica, aclarando siempre el significado escogido para cada
variable. En lo posible utilizd4 un mismo simbolo de proposicién para la misma sentencia atémica
a lo largo de todo el ejercicio, asi podés comparar las férmulas.

1. Hoy es martes y hay sol.

2. Hoy es martes y no hay sol.

Hoy no es ni miércoles ni viernes.
Manana, llueve o no llueve.

Manana serd jueves y no sera jueves.
Llueve pero no hace frio.

Si Dios existe nos estd mirando.

Yo no voy de vacaciones y Juan y Pedro tampoco.

P P N &S & = 0§

Juan vendré a clase, y seguro que vendran también Maria o Pedro.

10. Santa Fe o Rosario deberian ser la capital de Santa Fe, pero Rosario es claramente mas
grande.

11. No es verdad que si tienes menos de 16 anos y consentimiento paterno te puedas casar.

2.3. Validez y Satisfactibilidad

Los conceptos de Validez y satisfactibilidad que vimos en el capitulo anterior se aplican sobre
cualquier formula, en particular las férmulas de la légica proposicional.

Conceptos tedricos

Decimos que una férmula es satisfactible cuando es verdadera para algunos valores posibles de
las variables. Decimos que es valida cuando es verdadera para todos los valores posibles de las
variables.

Nuestro principal interés es distinguir si una férmula es vélida y cudndo no. Como la validez es
independiente de los valores de las variables involucradas, si queremos demostrar la validez de una
férmula no podemos hacer ninguna suposicién sobre los valores de las variables. Por el contrario,
cuando queremos demostrar que una féormula es no valida es suficiente con encontrar al menos un
valor que haga que la férmula sea falsa: esto es un contraejemplo. Algunas veces ademads es posible
demostrar directamente que la férmula es falsa para todos los valores de las variables. En este caso
decimos que la férmula es no satisfactible, porque no existe ningin valor posible que haga que
sea verdadera.
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Decidi si cada una de las siguientes férmulas proposicionales es vélida o no. En caso que una
férmula no sea vélida, decidi si es satisfactible o no. En todos los casos justificA con una tabla de
verdad, un ejemplo o un contraejemplo, segiin corresponda.

1. p

1. p=p= True
2. p=p

2. TrueVp
3. p=p=p

3. True Ap
4 p=>q=q=>0p

4. False V' p
5. pVg=p

5. False A p
6. pAqg=1D

6. FalseVp=p
7. p=qAD

7. False Np = false
8. p=qVDp

8. TrueV p= True
9. p=>gq

9. True A\p=p

10. p= (¢=p)

Da ejemplos y una justificacién apropiada de una férmula:

1. vélida (y por lo tanto satisfactible).
2. satisfactible pero no valida.

3. mno satisfactible (y por lo tanto no vélida).
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Capitulo 3

Calculo proposicional

En el capitulo anterior hemos visto que, al formalizar razonamientos, las tablas de verdad se
vuelven herramientas poco adecuadas cuando las férmulas son muy largas.

Ademés, si tenemos que trabajar con una férmula proposicional que, por ejemplo, especifique
un programa que tenemos que escribir, todavia no contamos con un método para simplificar esa
férmula, como si lo tenemos para las expresiones numéricas. Esto es un punto sumamente im-
portante, porque muchas veces poder simplificar una férmula nos ayuda a comprender mejor la
informacién que contiene.

En este capitulo desarrollaremos, entonces, métodos algebraicos para simplificar férmulas pro-
posicionales, lo que nos permitird construir demostraciones formales de que algunas de nuestras
férmulas son teoremas. Hacerlo implicard un paso importante en la formalizacién del lenguaje que
venimos construyendo desde que comenzamos a trabajar. Asi, en este capitulo haremos explicitas
muchas reglas e intuiciones que veniamos utilizando —y que utilizas desde la escuela secundaria—
les vamos a poner un nombre y daremos, para cada una de ellas, un conjunto de reglas explicitas
de utilizacién.

3.1. Sistemas formales

El primer concepto de vamos a terminar de formalizar es el de sistema formal, con el que
venimos trabajando desde el inicio de este material.

El objetivo de un sistema formal es explicitar un lenguaje en el cual se realizardn demostra-
ciones y las reglas para construirlas. Esto permite tener una nocién muy precisa de lo que es una
demostracion, asi también como la posibilidad de hablar con precisién de la sintaxis y la semantica
de las expresiones que escribimos en este lenguaje.

Un sistema formal consta de cuatro elementos:

= Un conjunto de simbolos llamado alfabeto, a partir del cual las expresiones son construidas.

= Un conjunto de expresiones bien formadas, es decir aquellas palabras construidas usando los
simbolos del alfabeto que serdn consideradas correctas. Siempre es importante resaltar que
una expresién bien formada no necesariamente es verdadera. Los términos «bien formada»
se refieren sélo a la sintaxis de la expresién y no a su semantica.

s Un conjunto de aziomas, los cuales son las férmulas bésicas a partir de las cuales todos los
teoremas se derivan.

= Un conjunto de reglas de inferencia, las cuales indican cémo derivar férmulas a partir de
otras ya derivadas.

En funcién de estos elementos pueden definirse una gran variedad de sistemas formales, cada
uno adecuado para trabajar en diferentes problemas. Por ejemplo, Peano definié un sistema formal
a partir del cual se puede deducir toda la aritmética de los niimeros naturales. Ese sistema es el
que has estudiado en Matemadtica Discreta I.
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En base a esta definicion de sistema formal podemos notar que hasta aqui nosotros hemos esta-
blecido un alfabeto para trabajar con férmulas proposicionales: en el capitulo anterior trabajamos
con constantes, variables y operadores proposicionales. También nos hemos ocupado de dar reglas
para determinar si una expresion esta bien formada, particularmente cuando trabajamos con tipa-
do de férmulas proposicionales. Aqui, vamos a retomar estas dos ideas que ya veniamos trabajando
y vamos a centrarnos en los dos aspectos que todavia no habiamos definido: los axiomas y las reglas
de inferencia.

3.1.1. Nuestro sistema formal

Utilizando la definicién de sistema formal dada anteriormente, presentemos a nuestro sistema
formal.

Alfabeto. Consta de los siguientes elementos:

= constantes: Las constantes True y False que se usardn para denotar los valores verdadero
y falso respectivamente; y las constantes 1,2,3, ... para denotar los valores ntimericos.

= variables: Se usaran tipicamente las letras p, ¢ ,r como variables proposicionales; y las letras
x,1, 2, ... como variables ntimericas.

= operadores: Seran aquellos que presentamos en el capitulo anterior. Se dividen en:

e operadores unarios: negacion —.

e operadores binarios: equivalencia =, disyuncién V, conjuncién A, discrepancia #,
implicacién =, consecuencia <

» signos de puntuacién: Paréntesis '(' y ’)’. Como lo hemos visto hasta ahora, los paréntesis
seran los simbolos que nos permitan escribir férmulas en donde se altere el orden dando por
las reglas de precedencia.

Formulas. La expresiones numéricas bien formadas, seran las que se puedan construir a partir
de las siguientes reglas:

1. Una constante numeérica es una expresiéon numérica.
2. Una variable numérica es una expresion numeérica.

3. Si E es una expresién numérica y @ es un operador aritmético unario (—, !, 2,...), ®F
también lo es.

4. Si Ep, By son expresiones numéricas y @ es un operador aritmético binario (+, —, *, /), en-
tonces 1 @ Fo también lo es.

5. Si E es una expresién numérica, (E) también lo es.

A partir de las expresiones numeéricas se construyen las formulas aritmética utilizando los signos
de relacion segun las siguientes reglas:

1. Si &~ es una relacién aritmética (=,#,<,>,<,2), v E1 v E2 son expresiones numéricas,
entonces E; ~ E5 es una férmula.

2. Si F es una férmula aritmética, entonces (F') también lo es.

Las expresiones bien formadas o formulas proposicionales seran las que se puedan construir de
acuerdo a las siguientes prescripciones:

1. Las variables proposicionales y las constantes son férmulas.

2. Las férmulas aritméticas son también férmulas proposicionales.
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3. Si F es una férmula, entonces = F también lo es.

4. Si Fy y F3 son férmulas y @ es un operador binario (=, V, etc.), entonces F; @ Fy también
es una férmula.

5. Si F es una férmula proposicional, entonces (F') también lo es.

Es importante resaltar que el sistema formal, asi como estd enunciado, engloba todo nuestro
trabajo realizado hasta aqui en relacién con los nimeros y las expresiones booleanas.

Retoma las férmulas proposicionales que escribiste en la primer actividad de la seccién 2.1 y
analizd a través de cudles de estas reglas te permiten decir que es una expresién bien formada.

Axiomas. Iremos presentado gradualmente los axiomas para cada operador. Es importante com-
prender que, al igual que muchas de las propiedades que estudiaste en algebra, los axiomas estan
escritos en términos de variables que pueden reemplazarse por otras expresiones més complejas
—siempre manteniendo los tipos correspondientes y siendo coherente, es decir, si en una parte del
axioma reemplazo una variable por la férmula pV ¢ entonces en todas las demés ocurrencias de esa
variable debo hacer el mismo reemplazo. Cuando hacemos estor reemplazos decimos que estamos
instanciando una regla o axioma.
Por ejemplo, la propiedad algebraica conocida como diferencia de cuadrados establece que

(a®> = b%) = (a+b) * (a — b)

puede instanciarse de la siguiente manera

(22 —2%) = (z +2) % (x — 2)

donde se a reemplazado a la variable a por otra variable (z) y a la variable b por la constante 2
Lo mismo sucede con los axiomas de los operadores proposicionales, tomemos el caso del axioma
de la conmutatividad de la diyuncién. El mismo establece que:

PVv@Q=QVP

Este axioma puede instanciarse, por ejemplo, de la siguiente manera:

2>1V(pAr)=(pAr)v2>1

Donde se ha reemplazado a la variable P por la formula 2 > 1 y a la variable @ por la férmula
(pAr).

Para dar mejor la idea de que nuestros axiomas pueden instanciarse de maneras multiples segin
nuestra conveniencia siempre los enunciaremos con letras mayusculas (P, @, R, etc.)

Descubri por qué férmulas se han reemplazado las variables de la primer columna para obtener
las formulas de la segunda columna:

PVQ=QVP pAgVpVe=@VeVpAg)
PV(Q@=R)=(PVQ)=(PVR)| (qVgV(p=-r)=(@V(gVe)=(pV-r)
PA@QANR)=(PAQ)AR False A (r A (p=p)) = (False Ap) A (p = p)
P ATrue=P p=r)ATrue=(p=r)

Cada axioma o teorema nos habilita a reescribir una expresion de diversas maneras. Por ejemplo
la Regla Dorada, cuya formulaciénn es
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PANQ=P=Q=PVQ

nos permite reescribir la expresiéon P A @ por P =Q = PV @, pero también:

PAQ=P por Q=PVQ

Q=PVvQ por PNQ=P
PAQ=PVQ por P=Q
PANQ=Q=PVQ por P
P=PVvQ@ por PNQ=Q

etc...

Reglas de inferencia. Vamos a trabajar con dos reglas de inferencia. En primer lugar, la tran-
sitividad de la equivalencia, que establece que si la férmula F'1 es equivalente a la féormula Fy y
a su vez la férmula Fy es equivalente a la férmula F3, entonces la férmula F; es equivalente a la
férmula F3. Esta es la regla que nos permite realizar varios pasos de demostracién y concluir que
la primer expresion es equivalente a la tltima.

En segundo lugar, la Regla de Leibnitz que es util cuando queremos reemplazar parte de una
férmula por otra dentro de una férmula mayor, es decir, dentro de un contexto. Esta regla la has
utilizado una innumerable cantidad de veces cuando estabas en la secundaria y resolvias ejercicios
combinados en matematica. Tanto la equivalencia y la igualdad cumplen con esta regla. La misma
establece para la equivalencia que si sabemos que dos férmulas son equivalentes entre si, por ejemplo
F1 = F; entonces podemos reemplazar F} por Fs en un contexto mas complejo sin cambiar el valor
de verdad de la férmula como un todo. Por ejemplo, si se cumple p V p = p, se puede transformar
la férmula p A ¢ a la férmula (p V p) A ¢ donde se reemplazé p por otra expresién equivalente, p V p.

Descubri las dos expresiones equivalentes entre si, que fueron utilizadas para transformar la pri-
mera expresion en la ultima y escribila entre las llaves. Subraya la parte de la férmula que esta
siendo modificada en el primer renglén.

1. pVq 3. pV(g=r)=qV-r
= =H }
(p = True) V q pVqg=pVr=qV-r
2. pP=q 4. q=(pVa)

{ } { }

(p = True) = q q=(qVp)

3.1.2. Demostraciones y estrategias de demostracién

Una demostracion dentro de nuestro sistema formal consistird en probar la validez de una
férmula mediante una serie de pasos justificados con axiomas y teoremas ya demostrados.

Recordemos que una férmula es valida si para toda asignacién posible de las variables es equi-
valente a True; por lo tanto una demostracién serd una serie de férmulas, equivalentes entre si,
donde la primera férmula es la que queremos demostrar valida y la ultima es True.

El formato de demostracion que utilizaremos serd el mismo que venimos utilizando hasta el
momento. El operador que utilizaremos para “unir” un paso con el otro sera la equivalencia porque
las férmulas que manipularemos seran férmulas proposicionales. En términos generales, si queremos
demostrar que la férmula F} es un teorema la demostracién que construiremos tendrd la siguiente
forma:
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F

= { Razén 1}
Iy

= { Razén 2}
F3

= { Razén 3}
True

Esta demostracién se puede leer de la siguiente manera: Debido a la Razén 1 F} es equivalente
a Fy; debido a la Razén 2 F5 es equivalente a F3, y debido a la Razén 3 F3 es equivalente a True.
Por lo tanto, como el equivalente es transitivo, se concluye que Fj es equivalente a True.

Cada paso de la demostracién consiste en “reescribir” la férmula que estamos manipulando o
una parte de ella en otra equivalente dada por uno de los Axiomas o Teoremas ya demostrados.

Por supuesto que este ejemplo de tres pasos se puede generalizar a cualquier cantidad necesaria
de pasos.

Veamos un ejemplo particular de la aritmética que utiliza en el dltimo paso uno de los axiomas
de la disyuncion: el tercero excluido. Este axioma serd presentado en las secciones siguientes, pero
bésicamente establece que la disyuncién de una proposicién y su negacién es siempre verdadera. Asi,
es verdad que “es de dia o no es de dia” y que “el sol estd ardiendo o no esta ardiendo”. La férmula
que corresponde a este axioma es PV =P = True. Demostremos, usando estas herramientas, que
un nimero es mayor o igual que cero o que es menor que cero:

(x>0)V(x<0)

= { Aritmética }
(x>0)V-=(z>0)

= { Tercero excluido (P V =P = True) }
True

En el primer paso de la demostracién hemos “reescrito” parte de la primera férmula —(x < 0)—
utilizando la definicién aritmética del operador menor o igual y el operador negacién. Esto nos
permite transformar la subférmula (z < 0) en =(z > 0). El resto de la fé6rmula no fue transformada
en el primer paso.

El segundo paso consiste en aplicar el axioma del tercero excluido reemplazando a la variable P
por la férmula (z > 0). Esto nos permite reescribir la disyuncién con la que veniamos trabajando
como T'rue.

Estrategias de demostracién. Cuando la férmula que queremos demostrar es de la forma
P = @ tendremos dos estrategias de prueba posibles.

En primer lugar, podremos seguir la estrategia planteada anteriormente transformando la
férmula completa en True. Una segunda estrategia serd partir de la subférmula P y transformarla
en la subexpresién @ (o viceversa). Esta estrategia tendra, entonces, el siguiente esquema:

P

= { Justificacién de P = P; }
P,

= { Justificacién de P, = P, }
Py

= { Justificacién de P, = P, }
P,

= { Justificacién de P, = Q }
Q

.,Cémo podemos garantizar que esta estrategia de prueba es equivalente a la primera? Esto
puede lograrse transformando la demostracién anterior en una que utilice la otra estrategia haciendo
uso de las mismas justificaciones y de la regla de Leibnitz:
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P=qQ

= { Justificacién P = P, }
P =@

= { Justificacién P, = P, }

P, =Q:

= { Justificacién P,_1 = P, }

= { Justificacién P, = Q }
R=Q

= { Reflexividad }

True

Nota que la regla de Leibnitz es la que nos permite, en cada paso, transformar parte de la
férmula (por ejemplo, P en P; en el primer paso) dentro de un contexto que no se modifica (en el
caso del primer paso el contexto serfa = Q).

A continuacién presentaremos los Axiomas que corresponden a cada operador lo que nos per-
mitird comenzar a realizar demostraciones en nuestro sistema formal utilizando EQU .

3.2. Equivalencia

La equivalencia se define en términos formales como el operador binario que satisface los si-
guientes axiomas:

Asociatividad: (P=Q)=R)=(P=(Q =R))
Conmutatividad: (P =Q) = (Q = P)
Neutro de la equivalencia: (P = True) = P

Es importante notar que la asociatividad de la equivalencia permite la omision de los paréntesis
en los dos axiomas siguientes, aqui se han incluido sélo con la finalidad de hacer mas facil la
comprensién intuitiva de cada axioma. Como ademas la equivalencia es conmutativa sera irrelevante
el orden de los términos en una equivalencia. Asi, los axiomas de la conmutatividad y del neutro
de la equivalencia pueden escribirse directamente como:

Conmutatividad

P=Q)=(@=P)

Neutro de la equivalencia

(P=True) =P

Es importante notar que la asociatividad de la equivalencia permite la omision de los paréntesis
en los dos axiomas siguientes, aqui se han incluido sélo con la finalidad de hacer mas facil la
comprensién intuitiva de cada axioma. Como ademas la equivalencia es conmutativa serd irrelevante
el orden de los términos en una equivalencia. Asi, los axiomas de la conmutatividad y del neutro
de la equivalencia pueden escribirse directamente como:

P=Q=Q=P

P=True=P
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y este ultimo axioma puede utilizarse, por ejemplo, para reemplazar p = p por True.

Descubri qué axioma se ha utilizado para realizar cada uno de las siguientes transformaciones.
Anoté también por qué férmulas se ha reemplazado a cada variable del axioma:

1. q =True
= { }
q
2. ((g=-r)=pVq)

Il
—~
—

(g=(-r=pVyq))

3. False=pAN—-s=pA-s

}

Il
—~~

False

Demostra usando EQU los siguientes teoremas:

1. Reflexividad: p = p. Notd que hemos utilizado numerosas veces este teorema y ahora serd
la primera vez que lo demostraremos formalmente.

2. True

3.3. Negacion

La negacién es el operador unario que cumple los siguientes axiomas:
Negacién y equivalencia: -(P=Q)=-P=Q
Definiciéon de False: False = —~True

El primer axioma nos permite manipular formulas que contengan equivalencias y negaciones.
Nota que la negacién no es “distributiva” respecto a la equivalencia, la negacién sélo se aplica a
una de las subférmulas involucradas.

El segundo axioma define a la constante False que veniamos utilizando, en términos de la
constante True.

Demostra utilizando los axiomas introducidos hasta ahora los siguientes teoremas:
1. Doble negacién: =—p = p

2. Contrapositiva: p = —p = False

3.4. Discrepancia
La discrepancia se define como el operador binario que satisface el siguiente axioma:

Definicién: P £ Q =—~(P=Q)

26



Matemética y Légica 2016 CAPITULO 3. CALCULO PROPOSICIONAL

La precedencia de la discrepancia es la misma que la de la equivalencia. Notd que este unico
axioma con el que definimos a la discrepancia nos permite reescribirla en términos de los operaciones
negacién y equivalencia, para los cuales ya tenemos un conjunto de axiomas. Para demostrar
propiedades de un operador nuevo definido en términos de otros (como en este caso la discrepancia
en términos de la negacién y la equivalencia) un método frecuentemente exitoso es reemplazar al
operador por su definicién y manipular los operadores “viejos”, volviendo a obtener el operador
nuevo si es necesario.

Descubri qué axioma de los que se introdujeron hasta ahora se ha utilizado para realizar cada uno
de las siguientes transformaciones. Anota también por qué férmulas se ha reemplazado a cada
variable del axioma:

1 “q=p
={ }
—(q=p)
2. —(rVp=sVTrue))

={ }

rVp#£sVTrue

Utilizando el axioma de definicién de la discrepancia y los que corresponden a la equivalencia y
la negacién demostra los siguientes teoremas:

1. Asociatividad de la discrepancia: (pZq) Z7)=(pZ (¢ £ 7))
2. Conmutatividad de la discrepancia: (p # q) = (¢ Z p)
3. Asociatividad mutua entre la discrepancia y la equivalencia: p= (¢ Zr)=(p=q) #Zr

4. ;Cémo nos permite reescribir el dltimo teorema la siguiente férmula: ((r = s) £1t) = (s £ r)?

Demostra los siguientes teoremas:
1. Neutro de la discrepancia: p # false = p

2. Intercambiabilidad: p = ¢ # r = p # q = r. Para contrastar, construi la tabla de verdad
para demostrar que esta forma es un teorema.

[\]
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Decidi si son vélidas o no las siguientes férmulas. Justificd apropiadamente. Podés usar EQU tanto
para evaluar como para demostrar las férmulas:

Inventd dos férmulas que utilicen sélo =, # y — una vélida (teorema) y una no vélida.

3.5. Disyuncién
La disyuncién es el operador binario definido por los siguientes axiomas:

Asociatividad: (PVQ)VR=PV(QVR)

Conmutatividad: PVQ =Q V P

Idempotencia: PV P =P

Distributividad con la equivalencia: PV (Q=R)=(PVQ)=(PVR)

Tercero excluido: PV —-P = True

Descubri qué axioma se ha utilizado para realizar cada una de las siguientes transformaciones.
Anoté también por qué férmulas se ha reemplazado a cada variable del axioma:

1. { rV(pV(p=r)) :
(rvp)V(p=s)
2. 3r < 2y

{ }

3z < 2y) V (3z < 2y)

3. True
{ }

True V —True

Demostra los siguientes teoremas sobre la disyuncién:

L pVv(gvr)=(VvqgV(pVr)
2. Elemento absorbente de la disyuncién: p V True = True

3. Elemento neutro de la disyuncién: p V False = p
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En el siguiente paso de demostracién se han aplicado varios axiomas simultaneamente:

(pVg=p=q)Vp=gq
= { Distributividad de V con =, idempotencia de V, neutro de = }
True

Teniendo en cuenta que esta sucesién de aplicaciones de axiomas nos permitira simplificar muchos
términos en las demostraciones que realizaremos a continuacién, desarrolla en detalle este paso.

3.6. Conjuncién

La conjuncién es un operador binario con la misma precedencia que la disyuncién, lo cual hace
necesario el uso de paréntesis en las expresiones que involucran a ambos operadores. Por ejemplo:
no es lo mismo (pV g) Ar que pV (g Ar).

Introduciremos un nico axioma para definir conjuncién:

Regla dorada: PAQ=P=Q=PVQ
La regla dorada aprovecha fuertemente la asociatividad de la equivalencia. En principio, la in-
terpretariamos como PAQ = (P = Q = PV(Q), pero nada nos impide hacer otras interpretaciones,
por ejemplo:
(PAQ=P)=(Q=PVQ)

, 0 bien

(PAQ=P=Q)=(PVQ)

, 0 bien, usando conmutatividad de la equivalencia,

(P=Q)=(PAQ=PVQ)
, etcétera.

La regla dorada nos serd de gran utilidad para demostrar propiedades de la conjuncién y la
disyunciéon, dado que provee una relaciéon entre ambas.

29



Matemética y Légica 2016 CAPITULO 3. CALCULO PROPOSICIONAL

En las siguientes transformaciones se ha utilizado la Regla Dorada para llegar de la primer
férmula a la segunda. Encontra por qué féormulas han reemplazado a las variables del axioma en
cada caso:

1. (r=zVgAr=s)=(r=2Vq) =(r=s)
Regla Dorada }
(r=zvVqgV(r=s)

Il
—~~

2. (zAT)V(m=nVr)=(zAr)=(m=nVr)
Regla Dorada }
(zAT)AN(m=>nVr)

I
—

3. (pV(g=r))A(m=n)
Regla Dorada }
(pVg=r)V(m=n)={pVg=r)=(m=n)

Il
—~

4. (pVqVr)V(sVitVz)
Regla Dorada }
(pVagVr)A(sVitVz)=(pVqVr)=(sVtVz)

Il
—~~

5. (pvag)=r)=zAr
Regla Dorada }
(pvg)=r)VzAr=((pVq) =r)AzAr

I
—

6. p=q
Regla Dorada }
(p=q)Vz=z=p=>qAz

Il
~

Demostra que las siguientes férmulas son teoremas, justificando cada paso con el axioma aplicado.
1. Asociatividad de la conjuncién: (p Aq) AT =pA (g AT)
2. Conmutatividad de la conjuncién: pAq=qAp

Idempotencia de la conjuncién: p A p = p

Elemento absorbente de la conjuncién: p A False = False

Elemento neutro de la conjuncion: p A True = p

Distributividad de la disyuncién con la conjuncién: pV (g Ar) = (pV q) A(pVr)

AU

Teorema Estrella : pVg=pV q=p

Demostra que las siguientes formulas son teoremas justificando cada paso con el axioma o teorema
aplicado. Aclaracién: Desde ahora en adelante, en cada ejercicio se pueden utilizar los teoremas
yva demostrados en los ejercicios anteriores.

1. De Morgan para la disyuncidn: —=(p V q) = —p A —q
2. De Morgan para la conjuncién: —=(p A q) = —pV —p
3. Ley de absorcién: p A (pV q) = p

4. Ley de absorcién (bis): pV (pAq) =p
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Decidi si cada una de las siguientes formulas proposicionales son validas o no. En todos los casos
justificd con una demostracién o un contraejemplo, segiun corresponda.

3.7. Implicacion

La implicacién es uno de los mecanismos mds intuitivos para razonar, ya que de esta forma
representamos la causalidad. De la misma forma que la causalidad no es simétrica, tampoco lo es
la implicacién. Es decir, los dos elementos que componen una implicacién no participan de igual
forma en la relacién. Por ejemplo, cuando como demasiado (causa) me duele la panza (efecto), pero
no a la inversa (cuando me duele la panza no necesariamente es porque he comido demasiado, puede
ser porque estoy nervioso). El elemento a la izquierda de la implicacién se llama antecedente, y
el de la derecha, consecuente. Esta asimetria también se pone de manifiesto en la tabla de verdad
de la implicacién:

p a |p=gq
True True | True
True False | False
False True | True
False False | True

También las diferentes formas de reescribir la implicacién nos muestran como sus dos elementos
participan de forma bien distinta en la relacién. Las dos definiciones més comunes de la implicacién
son las siguientes:

Definicién de implicacion: P=Q=PVQ=Q
Caracterizacién de la implicacién: P = Q =-PV Q

En estas dos féormulas puede notarse como el antecedente y el consecuente tienen reescrituras
bien distintas. Consideraremos a la primera de las dos férmulas anteriores como el axioma de la
implicaciéon y demostraremos la segunda de ellas como teorema.

Demostra que las siguientes férmulas son teoremas, justificando cada paso con el axioma o teorema
aplicado.

1. Caracterizacion de implicacién: p = ¢ = —p V q
2. Definicién dual de implicacién: p = q=pAq=p
Negacién de una implicacion: —(p = q) = p A ~q
Absurdo: p = False = —p.

Debilitamiento para A: p A ¢ = p.

Debilitamiento para V: p = pV q.

Modus Ponens (p = q) A\p=pAq.

L N & & = 88

Modus Tollens (p = q) A —q = —p A —q.
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Decidi si cada una de las siguientes férmulas proposicionales son vélidas o no. Justificd apropia-
damente.

1. p=¢=r=p=(g=>r) 8. False = p = p.

2. pV (p=q) = True. 9. False = p = True.

3. pA(qg=p) =p. 10. True = p = p.

4. pVqg=q. 11. True = p = True.

5 pAqg=q. 12. pV(g=p) =q=p.

6. p=pVg. B.p=p)ANp=q)= @ =q).
7. p=pAg. 14. (pAg=r)=(p=—qVr).

Ejercicios Extra: Demostra que las siguientes formulas son teoremas, justificando cada paso con
el axioma o teorema aplicado.

1. Currificacién: p = (= r)=pAqg=r.
Contrarreciproca: p = q = -q = —p.

Distributividad a izquierda de = con =:p= (¢=r)=p=qg=p=r.

> 820N

Doble implicacién: (p = q) A (g =p) =p=gq.
5. Transitividad: (p = q) A (¢=71)= (p=7).
6. Monotonia conjuncion: (p = q) = (pAr = qAr).

7. Monotonia disjuncién: (p = q) = (pVr=qVr).

3.8. Consecuencia

La consecuencia es un operador binario que tiene la misma precedencia que la implicacién y
que satisface el siguiente axioma:

Definicion de consecuencia: P<=Q=PVQ=P

Descubri qué axioma se ha utilizado para realizar cada una de las siguientes transformaciones.
Anoté también por qué férmulas se ha reemplazado a cada variable del axioma:

1. sVr=s
=5 }
s<r
2. (svs)=((p=q) = (sV9))

{ }

(P=q)V(sVs)
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Demostra el siguiente teorema:
l.p&E=qg=q=0p

2. Este teorema establece que la consecuencia es el operador dual de la implicaciéon. En base a
este teorema y a los teoremas de la implicacién escribi tres teoremas para la consecuencia.

3.9. jPor qué trabajar de esta manera?

Esta seccién estd dedicada a reflexionar acerca de las caracteristicas de nuestro sistema formal
y de las ventajas que nos trae trabajar en él. Para ello te proponemos las siguientes actividades:

El siguiente es un fragmento de un texto que escribié E.W. Dijktra, un cientifico que fue muy
influyente en la fundacién de las ciencias de la computacién:

la sentencia de un teorema es en esencia una expresion booleana, y su prueba es en
esencia el calculo al evaluar esa expresion booleana al valor True. La forma mas direc-
ta de evaluar una expresién booleana es someterla a una o més transformaciones que
preserven su valor hasta que se alcance True. La razén de que un nimero de transfor-
maciones deban ser necesarias radica en que deseamos confinarlas a manipulaciones a
partir de un repertorio restringido.

Denotemos con [A] una expresién booleana a ser evaluada, y digamos que la evaluacién
toma, para decir algo, 3 pasos, que involucran la ocurrencia de 2 resultados intermedios.
Maés precisamente, para algunas expresiones [B] y [C]:

el primer paso establecerd [A] = [B];
el segundo paso establecerd [B] = [C];
el tercer paso establecerd [C] = True;

entonces todo el cdlculo establecerd que [A] = True.
Traduccion libre de Our proof format de Edger W. Dijktra - EWD999-0

= ;A qué te parece que hace referencia Dijktra cuando habla de repertorio restringido?

= ;Qué opinas de la siguiente demostracién?

(xr=3=y=5)A(z+y=z=zx=3=x+y=2zVze=23)
= { propiedades de la l6gica y la aritmética }
r=3Ny=5A2=28

Al ver la demostracién de la actividad anterior todos nos preguntamos: ;jqué querrd decir el
que la escribié con “propiedades de la légica y la aritmética”?.

Tampoco se podria decir que se entiende cudl es el argumento principal de la demostracion,
ni los supuestos utilizados para tal fin. Tal vez quién escribié esa demostracion, consideré que era
trivial esa propiedad, pero no hay dudas de que fall6 en la instancia de comunicar y convencernos
de que realmente la expresién (r =3 =y=5)A(r+y=z=ax=3=x+y=zVar=3)=x =
3Ay=>5Az=_8 es valida, es decir, es verdadera para todo valor posible de = ,y y z.

A partir de esta reflexiones podemos comenzar a pensar a una demostracién como un argumento
ordenado para convencer a los otros de que la sentencia que afirmamos es vélida. Para ello, esta
comunicacion deberia en primera instancia utilizar un lenguaje compartido por todos; y por otro
lado, deberia desdoblar todos los pasos necesarios para una correcta comprension.
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Demostra con tus compaiieros la propiedad diferencia de cuadrados: a? — b? = (a + b)(a — b).
Identifiquen cudles seran los elementos que conforman el lenguaje compartido al que se hace
referencia en el parrafo anterior que utilizardn para construir la demostracion.

En la actividad anterior detectamos que para poder demostrar diferencia de cuadrados debemos
utilizar como justificacién la distributividad del producto con la suma. Entonces discuti con tus
comparieros cémo se podria demostrar esta propiedad (i.e. a* (b+c¢) =a*xb+ax*c)? {y como se
demuestran las propiedades que sean necesarias para demostrar la misma?;dénde termina?

Estas actividades nos plantean la necesidad de contar, para construir demostraciones, con un
conjunto de reglas y propiedades que podamos utilizar pro que no requieran demostracién. Estas
propiedades son, como ya lo dijimos, axiomas. Para el caso de nuestro sistema formal en las secciones
anteriores hemos presentado los axiomas correspondientes a cada operador proposicional.

Ahora bien, hemos acordado sobre la necesidad de establecer axiomas; pero ahora nos surgen
las siguientes preguntas: jcudles de todas las propiedades que conocemos serdn elegidas como
axiomas? jcon qué criterios los elegiremos? y, pensando en el sistema formal que hemos venido
presentando: jpor qué escoger esos axiomas para los operadores y no otros? leé el siguiente texto
y discuti con tus companeros y tu docente estas respuestas para las preguntas anteriores

Los criterios generales para elegir los axiomas son: consistencia, independencia y com-
pletitud.

Un conjunto de axiomas se llama inconsistente o contradictorio si una sentencia vdli-
da y su contradiccion son ambas demostrables a partir de los axiomas. El criterio de
la consistencia es el que posee la mayor importancia prdctica: un sistema serd esca-
samente util si posee como teoremas sentencias contradictorias.

Un conjunto de axiomas se llama independiente si ningiun azioma se puede demostrar
a partir del resto de los axiomas. La forma usual de establecer que un azioma es de-
pendiente es construir una derivacion de dicho axioma. Cuando esto sucede el axioma
redundante, o posiblemente otro arioma, simplemente cambia de estatus y se vuelve
un teorema.

Un conjunto de aziomas se dice completo si cualquier sentencia vdlida (es decir, cual-
quier sentencia formulada de acuerdo con las reglas de formacidn del sistema) pue-
de ser o demostrada o refutada a partir de los aziomas. Determinar si un sistema
axiomdtico es completo es de gran interés para los matemadticos y logicos. El propdsito
de asignarle a una teoria matemdtica o légica la forma de un sistema axiomdtico es,
de hecho, darle a la teoria la estructura en la cual todas las sentencias verdaderas
sean derivables de un sélo conjunto de axiomas. Si el sistema axiomdtico no puede ser
mostrado completo, el valor de la axiomatizacion es cuestionable.

Traduccion libre de Hanna, G. (1983) Rigorous proof in mathematics education.
pdgs: 36-42



Capitulo 4

Conjuntos

1

La teoria de conjuntos es una de la ramas fundamentales de la matematica. Muchos de los
avances profundos de la matematica en el siglo pasado tuvieron lugar en la teoria de conjuntos, y
hay una profunda conexion entre teoria de conjuntos y légica. Mas importante, para la ciencia de
la computacién ha sido de mucha utilidad para describir algoritmos y casi cualquier rama de la
computacion utiliza conjuntos de vez en cuando.

4.1. Notacion para describir conjuntos

No definiremos formalmente que es un conjunto. La razén de ello es que la teoria de conjuntos
tenia el objetivo de servir como fundamento para toda la matemdtica: todo en matemdtica se debe
definir, al menos en principio, en términos de conjuntos. Como el conjunto es el concepto de nivel
mas bésico, no hay nada més primitivo que nos sirva para definirlo formalmente.

Informalmente, un conjunto es sélo una coleccion de objetos llamados elementos. Podés pensar a
un conjunto como un grupo de miembros, una coleccién, una clase, etc. Sin embargo estas palabras
son sélo sinénimos y no constituyen una definicién precisa de un conjunto. Una forma de describir
un conjunto es escribir todos sus elementos entre llaves {}. Aqui hay algunos ejemplos

A={1,2,3}
B:{/a//b//dl/qllk/}
D ={0,1,...,100}

E={}

N =1{0,1,2,3,4,5,6,...}

P =1{0,2,4,6,8,10,...}

S = {“hola”, “buen dia”, “qué tal”}

Cualquier elemento particular puede aparecer sélo una vez en un conjunto; esto significa que
tiene sentido que preguntemos si x es un elemento del conjunto S, para lo cual la respuesta sera
“si” 0 “no”, pero no tiene sentido preguntar cuantas veces ocurre x en S. No estd bien visto escribir
un conjunto con elementos repetidos, ya que las ocurrencias extras del elemento no tienen utilidad
y pueden ser confusas. Es decir, siempre se puede eliminar las copias redundantes sin cambiar el
conjunto.

Un conjunto puede tener cualquier nimero de elementos. Por ejemplo, A tiene 3 elementos, F
tiene cero y N tienen infinitos. Es comuin utilizar letras mintsculas (z,y, z,a, b, ...) para referirse
a elementos de un conjunto y letras mayusculas (X,Y, Z, A, B, C,...) para referirse a nombres de

1La primera parte es una traduccién libre de Discrete Mathematics using a computer - O’Donell, Hall, Page
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conjuntos. Esto es una recomendacién s6lo una convencién (es decir, un acuerdo entre la comunidad
matemadtica), y no una regla estricta, y por su puesto se viola cuando un conjunto es un elemento
de otro conjunto.

Un caso especial de conjuntos es el conjunto vacio { }. El simbolo §) se utiliza para denotar este
conjunto. También utilizaremos los simbolos N, Z, Q y R para denotar a los siguientes conjuntos:

= N: el conjunto de los niimeros naturales.
= Z: el conjunto de los ntimeros enteros.

= Q: el conjunto de los niimeros racionales.
= R: el conjunto de los niimeros reales.

Supongamos que tenemos un valor x y un conjunto S y queremos saber si z es un elemento de
S. Existe una notacién para esa pregunta: la expresién x € S es verdadera si « es un elemento de
S y falsa en caso contrario. Esta expresion se lee “x pertenece a S”, “x es un elemento de S” o
simplemente “x estd en S”. Por ejemplo,

3¢ A= True

4 € A = False

Un operador que podemos definir en término del € es el simbolo de “no pertenece” ¢. x ¢ A
se puede interpretar como que no es cierto que x € A. En términos 16gicos lo podemos expresar de
la siguiente manera

g A=-(z e A)

Cuando un conjunto tiene pocos elementos se pueden escribir entre llaves; como los conjuntos A
y B que definimos arriba. Sin embargo cuando un conjunto tiene muchos elementos esta posibilidad
se hace mas dificil y, si los conjuntos tienen un nimero infinito de elementos se hace imposible. El
conjunto D tiene 101 elementos, pero es mas legible si utilizamos la notaciéon con puntos suspensivos
que si escribimos cada uno de los elementos. El conjunto N tiene un ntmero infinito de elementos
y no podemos escribirlos todos entre llaves.

Una de las razones por las que utilizamos la matematica en la computacion es para ser precisos
y formales, para estar absolutamente seguros de que no hay ambigiiedades en lo que estamos
definiendo. La notacién con puntos suspensivos es informal y se basa en la intuicién del lector para
entender y llenar los puntos. Es facil construir casos en los que gente diferente puede interpretar de
manera diferente la misma expresion. Por ejemplo {2, 3, ..., 7}, significa el conjunto de los niimeros
naturales de 2 asta 77 ;o el conjunto de los nimeros primos desde 2 hasta 7? Se estds consiente
de este problema cuando describis un conjunto podrias prevenirlo, pero ;jcémo podés estar seguro
que tu conjunto estd realmente bien definido, es decir, que hay sélo una forma de interpretarlo?
Es problema no es tan serio para conjuntos finitos porque, en principio, podrias escribir todos sus
elementos. El problema es més fundamental para conjuntos infinitos.

Otra manera estdandar de definir conjuntos es por comprension. Es su forma mas simple, un
conjunto por comprension se escribe como

{z | pa}

donde p es simplemente una expresién que contiene x y es verdadera o falsa para diferentes valores
de z. Esta expresién se llama predicado. La expresién {z | p.z} se lee, “el conjunto de los z tal
que p.x”. Por ejemplo, podemos definir el conjunto de los nimeros pares como

{z | x € NApar.z}
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En este caso el predicado p.z seria la expresién x € N A par.xz. Esta expresién es verdadera cuando

x es un numero natural y es par. En castellano podemos leer extra expresion como “el conjunto de

los = tal que x es natural y es par” o simplemente “el conjunto de los ntimeros naturales pares”.
Una forma més general de las definiciones por comprensién es

{fa|pw}

En este caso, el conjunto no son los valores de x que satisfacen el predicado, si no el resultado de
aplicar la funcién f a esos valores. Esta forma de conjuntos por comprensién muchas veces nos
permite definir los conjuntos de manera mas simple. Por ejemplo

{2%2 | z € N}

define el conjunto de nimeros naturales pares, es decir, el mismo conjunto que en la definicién
anterior, pero en este caso no necesitamos definir el predicado par.x.

4.2. Operaciones sobre conjuntos

Hasta ahora vimos dos operaciones sobre conjunto. La operacién de pertenece (€) y la de no
pertenece (¢). En esta seccién veremos otras operaciones que nos permitirdn comparar conjuntos
y construir nuevos conjuntos a partir de otros.

4.2.1. Igualdad e inclusion

Una relacién entre conjuntos, mas elemental que pertenece, es la igualad. La igualdad de dos
conjuntos A y B se denota

A=B
y cuando no son iguales lo podemos denotar

A+£B

Conceptos tedricos

Dos conjuntos son iguales si y sélo si tienen los mismos elementos.
en simbolos esta definicién se puede escribir de la siguiente maneras:

A=B=xeA=xz¢€B

%Notar que esta férmula contiene un cuantificador universal implicito para la  que no escribiremos para sim-
plificar el célculo.

Otra relaciéon muy utilizada es la de inclusién. Esta relacion la denotamos C. La expresion
A C B se lee com “A estd incluido en B” o “A es un subconjunto de B” y es verdadera cuando
cada elemento que pertenece a A también pertenece a B.

Conceptos tedricos

Decimos que un conjunto A estd incluido en B, (A C B) si todo elemento que pertenece a A
también pertenece a B.
en simbolos esta definicién se puede escribir de la siguiente maneras:

ACB=xcA=z€B

%Notar que esta férmula contiene un cuantificador universal implicito para la  que no escribiremos para sim-
plificar el célculo.
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Una técnica muy utilizada para demostrar igualdad de conjuntos es demostrar la doble inclusién,
es decir A= B siysélosi AC By ademas B C A.

Si A es un subconjunto de B pero no son iguales, entonces todos los elementos de A estén
en B pero debe haber algin elemento de B que no estd en A. En este caso se dice que A es un
subconjunto propio de B y se denota A C Bo AC B.

Conceptos tedricos

Decimos que un conjunto A es un subconjunto propio de B, (A C B) si todo elemento que
pertenece a A también pertenece a By B # B.
en simbolos esta definicion se puede escribir de la siguiente manera:

ACB=ACBAA#B

4.3. Unién, Interseccion y Diferencia

Conceptos tedricos

La unién de dos conjuntos A y B da como resultado un nuevo conjunto que contiene todos los
elementos de ambos conjuntos y se denota AU B. Es decir

AUB={z|z€ AV € B}

en simbolos esta definicién se puede escribir de la siguiente manera:

rc AUB=xc AVzeB

Conceptos tedricos

La interseccién de dos conjuntos A y B da como resultado un nuevo conjunto que contiene sélo
los elementos que comparten ambos conjuntos y se denota A U B. Es decir
ANB={z|z€ ANz € B}

en simbolos esta definicion se puede escribir de la siguiente manera:

rEANB=xc€ ANz EB

Conceptos tedricos

La diferencia de dos conjuntos A y B da como resultado un nuevo conjunto que contiene todos
los elementos de A que no estéan en B y se denota A — B.Es decir

A-B={xz|ze€ ANz ¢ B}

en simbolos esta definicion se puede escribir de la siguiente manera:

reEA—B=x€ ANz ¢B

4.4. Partes, producto cartesiano y cardinal

Conceptos tedricos

Partes de un conjunto A es el conjunto de todos los subconjuntos de A. Es decir,
P(A) = {s | s C A}

en simbolos esta definicion se puede escribir de la siguiente manera:

seP(A)=sCA
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Por ejemplo, si A = {1,2,3} entonces

P(A) = {0, {1}, {2}, {3},{1,2},{2,3}, {1, 3}, {1,2,3}}

Conceptos tedricos

El producto cartesiando de dos conjuntos A y B es el conjunto de pares ordenados, con el primer
elemento pertenece a A y el segundo elemento pertence a B, y se denota A x B . Es decir,

Ax B={(a,b) | a€e ANb€E B}

en simbolos esta definicién se puede escribir de la siguiente manera:

(a,b) e AxB=a€ ANbEB

Por ejemplo, si A ={1,2,3} y B = {5,7} entonces

Ax B=={(1,5),(1,7),(2,5),(2,7),(3,5),(3,7)}

Conceptos tedricos

El cardinal de un conjunto A, para conjuntos finitos, es la cantidad de elementos que tiene y se
denota |A| o #A

Por ejemplo, si A = {1,2,3} entonces |A| =3

Si |A|=ny |B| =m calcular |A x B

Si |A| = n calcular |P(A)]

4.4.1. Complemento y conjunto universal

La operaciéon de complemento es una operaciéon muy delicada porque asume la existencia del
conjunto universal. Es decir, un conjunto que contenga todos los elementos posibles. Este conjunto,
en términos generales NO EXISTE. De todas maneras, para algunos casos, es posible identificar
un dominio que nos permita definir un conjunto de referencia sobre el dominio de trabajo. A este
conjunto lo denotaremos U.

Conceptos tedricos

El complemento de un conjunto A es el conjunto de todos los elementos del dominio, es decir, del
conjunto universal de referencia, que no pertencen al conjunto A. A este conjunto lo denotamos
A’ 0 A°. Es decir,
A'={z|z¢ A}

en simbolos esta definicién se puede escribir de la siguiente manera:

zeA=a¢A
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4.5. Propiedades sobre conjuntos

T1 Idempotencia de la union:
AUA=A

T2 Elemento Neutro de la union:
Auld=A

T3 Elemento Absorbente de la union:
AuU=U

T4 Idempotencia de la interseccion:
ANA=A

T5 Elemento Neutro de la interseccion:
AnU=A

T6 Elemento Absorbente de la interseccion:
AND=0

T7 De Morgan:
(AuB)Y =A'nB

(ANB) =A' UB

Enunciar las propiedades de asociatividad y conmutatividad de la suma y la interseccion.

. Te animas a enunciar la propiedad de transitividad de la inclusién?

Demostra los siguientes teoremas
1. A—-B=A—-(ANnB)
2. (A-B)U(B—A)=(AUB)—-(ANB)



Capitulo 5

Relaciones y funciones

En este capitulo definiremos los que son las relaciones y algunas propiedades importantes que
sirven para caracterizar diferentes relaciones y, ademas, trabajaremos con un tipo particular de
relaciones que son las funciones.

5.1. Relaciones

Hay muchos tipos de relaciones en la vida diaria. Algunas pueden describir cémo los miembros
de una familia se relacionan entre ellos: padres, hijos, hermanos. También podriamos definir la
funcién estaEn para ciudades y paises: por ejemplo Londres estd en Gran Bretana, Paris estd
en Francia, Cérdoba estd en Argentina. O pedemos tener una relacién que describe qué auto es
producido cual fabricante. Las relaciones son utilizadas en matemadtica para describir como dos
nimeros se relacionan entre si; por ejemplo, expresiones como x < y y p > ¢ utilizan las relaciones
<y 2.

Una relacion binaria se utiliza para describir una relacién entre dos objetos. Otras relaciones
que relacionan n objetos se llaman relaciones n-arias. De todas maneras, las relaciones binarias
son las méas importantes por lo que nos centraremos en éstas.

Conceptos tedricos

Una relacién binaria R con tipo R : A X B es un subconjunto de A x B (el producto cartesiano
de A por B), donde A es el dominio de la relaciéon y B es el codominio.

Notacién: Si el dominio de R es A y el codominio es B, lo denotamos como R : A X B y se
lee “R es de tipo A por B”.

Para x € Ay y € B, la notacién x R y significa que (z,y) € R. Cuando no haya dudas de cudl
es la relacién involucrada escribiremos x ~ ¥, y se lee “x se relaciona con y”.

De 10 ejemplos de elementos que pertenecen a las siguientes relaciones.

1. Ry ={(z,y) | y—z) e NNz € ZANy € Z}
2. Ro={(z,y) | (x—y) eNAz € ZNy €L}
3. Rs ={(z,y) | * m6d 10 =y mdd 10}

4. Ry ={(z,y) | * méd 5=y mébd 5}

Conceptos teoricos

La relacion identidad con dominio A y codominio A, y denotada id se define como
ida = {(z,z) | x € A}
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Definir por extensién la relacién identidad sobre el conjunto A = {1, 2,3}

Propiedades de las relaciones

Pensemos en un conjunto de personas P que vive en una cuadra determinada. Estas personas
viven en 4 casas diferentes. Soffa, Patricia y Fernando viven en la primera casa. Agustin, Hernan,
Victor y Elena viven en la segunda. José vive solo en la tercera y Karina y Tania viven juntas en
la cuarta casa.

Queremos definir por extensién la relacién viveCon que dadas dos personas, la primera se
relaciona con la segunda si viven en la misma casa. Para simplificar la descripcion utilizaremos
sélo la inicial del nombre para referirnos a cada persona.

Esta relacion se puede expresar por extensién de la siguiente manera

viveCon = {(s, 5), (s, p), (s, f), (p, 5), (0. P), (p, [). (£, ), (f:p), (f. f),
(a,a),(a, h), (a,v),(a,e), (h,a),(h,h), (h,v), (h,e), (v,a), (v,h), (v,0), (v,e),
(e,a), (e, ), (e,v), (e,e), (4, 7), (k, k), (k,t), (t, k), (£, 1)}

En este caso, interpretamos la definicién de la relacién “viven en la misma casa” como una
relacién reflexiva, es decir, que una determinada persona vive en la misma casa que ella misma.
Por ejemplo, Soffa vive en la misma casa que Soffa (s ~ s). También se puede observar que a
pesar de que agregamos que Patricia vive en la misma casa que Fernando (p ~ f), es necesario
agregar expresamente que Fernando vive en la misma casa que Patricia (f ~ p), porque si bien
nosotros lo podemos interpretar cuando pensamos qué significa vivir en la misma casa, cuando lo
expresamos matemaéticamente es necesario ser riguroso con todos los detalles. Esta propiedad que
cumplen algunas relaciones se llama simetria. Otra propiedad que aparece frecuentemente en las
relaciones es la transitividad. En términos de nuestro ejemplo serfa, Si Herndn vive en la misma
casa que Victor (h ~ v) y Victor vive en la misma casa que Elena (v ~ e), entonces Herndn y
Elena viven en la misma casa (h ~ e).

A aquellas relaciones que cumplen estas tres propiedades, se les llama relaciones de equivalencia.
Observar que las relaciones Rs y R4 que ya definimos, son relaciones de equivalencia.

Conceptos tedricos
= Una relacién es reflexiva si para todo x del dominio, z ~ x

= Una relacién es simétrica si para todo x,y si x ~ y entonces y ~ .

= Una relacién es transitiva si para todo x,y,z si © ~ y Ay ~ z entonces x ~ z.

Se llama relacion de equivalencia a las relaciones que son reflexivas, transitivas y simétricas.

No todas las relaciones son relaciones de equivalencia. Supongamos que tenemos un conjunto
de palabras {hola, casa, azul,perro} definamos la relaciéon antesQue que describe si una palabra
se escribe antes que otra en el diccionario. Esta relacién quedaria definida por extensién de la
siguiente manera

{(azul, casa), (azul, hola), (azul, perro), (casa, hola), (casa, perro), (hola, perro)}

Esta relacién no es reflexiva, porque, por ejemplo, “azul” no se escribe antes que “azul”.

Explicar por qué la relaciéon antesQue es transitiva.
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Observar que esta propiedad no es simétrica, ya que no puede pasar que si una palabra se
escribe antes que otra, entonces la otra se escribe antes que la primera. En algunas relaciones que
no son simétricas puede pasar que cuando x ~ y a veces pasa que y ~ x y otras veces no. Hay
otras relaciones, como es el caso de antesQue en qué nunca sucede que si x ~ y ocurra que y ~ T,
salvo que x e y sean iguales. Esta propiedad se llama antisimetria.

Conceptos tedricos

= Una relacién es antisimétrica si x ~ y Ay ~ x s6lo puede ocurrir cuando = = y.

Se llama relacion de orden a las relaciones que son reflexivas, transitivas y antisimétricas.

Explicar por qué la relacién antesQue no es de orden y la relacién menor o igual (<) sf lo es.

5.1.1. Composicion e inversa

Conceptos tedricos

Sean R: A X By S: B x C dos relaciones, entonces R o .S es una nueva relacién de tipo 4 x C
definida de la siguiente manera

RoS ={(z,2) | Iy € Btal que x ~y Ay~ 2}

la operacion o se llama composicion de relaciones.

Supongamos que R = {(1,a), (1,b),(2,¢)} v S = {(a,25), (b, 33), (b, 50), (c,50)}; entonces

Ro S ={(1,25),(1,33),(1,50), (2,50)}

Supongamos que tenemos un conjunto de personas y definimos la definicién esPadreDe que
relaciona dos personas si la primera es el padre de la segunda, es decir (z,y) € esPadreDe significa
que z es el padre de y. Ahora podemos definir la funcién esHijoDe tomando la inversa de la relacién
ya definida; es decir, si (x,y) € esPadreDe entonces y es hijo de x y por lo tanto (y,z) € esHijoDe.
Esta operacién de invertir una relacién R se llama inversa y se denota con R~!. En caso podemos
definir la relacién esHijoDe como esPadreDe™!.

Conceptos tedricos

La inversa de una relacién R : A x B es otra relacién de tipo B x A y denotada R~', definida de
la siguiente manera:

R ={(y,) | (z,y) € R}

5.2. Funciones entendidas como relaciones

Conceptos tedricos

Una funcién de tipo A en B (A — B), es una relacién de tipo A x B tal que para todo x que
pertenece a A (Vx € A), existe un unico y en B (Jly € B) tal que x ~ y.

Notacién: Dada f: A — B, si (z,y) € f lo denotamos como f(x) =y o como f.x =y
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= Dar un ejemplo de una funcién con dominio y codominio A = {1, 2, 3}

= Dar dos ejemplos de relaciones que no sean funcién de tipo A x A. Explicar por qué no son
funciones.

Observar que la relacién identidad (id) es una funcién.

Conceptos tedricos

Una funcién f: A — B es suryectiva si Vy € B3x € Atqf.x = y.

En palabras: Una funcién es suryectiva, si para cada elemento y que pertenzca al codominio B
podemos encontrar un elemento z en el dominio A tal que f.x = y.
Las funciones suyectivas también suelen ser llamadas subyectivas o sobreyectivas.

Conceptos tedricos

Una funcién f: A — B es inyectiva si Vxy,zo € A si 21 # xo entonces f.x # fuy

En palabras: una funcién es inyectiva si cada vez que elegimos dos elementos diferentes del
dominio (x1 # x2) también sus imégenes son diferentes (f.z; # f.x2).
Las funciones inyectivas también suelen ser llamadas uno a uno.

Conceptos tedricos

Una funcidn es biyectiva si es inyectiva y suryectiva.

Sean A = {1,2,3}, B={1,2} y C = {1,2,3,4}. Definir
= Definir una funcién inyectiva, una funcién suryectiva y una funcién biyectiva de tipo A — A.
= Definir una funcién inyectiva, una funcién suryectiva y una funcién biyectiva de tipo A — B.
= Definir una funcién inyectiva, una funcién suryectiva y una funcién biyectiva de tipo A — C.

Para reflexionar: ;Es posible definir todas las funciones solicitadas?
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Capitulo 6

Funciones y recursion

Este capitulo esta enteramente dedicado a dos conceptos claves en programacion: las funciones
y la recursién.

6.1. Un breve repaso

Para comenzar a realizar una revision de las formas estdndar de definir una funcién te propo-
nemos que leas el siguiente texto y respondas a las preguntas a continuacién:

En matematicas, se dice que una magnitud o cantidad es funciéon de otra si el
valor de la primera depende exclusivamente del valor de la segunda. Por ejemplo, la
duracién de un viaje T' entre entre dos ciudades depende de la distancia d en la que
estan separadas y de la velocidad v que lleve el tren. Del mismo modo el area A de un
circulo es funcién de su radio r. Estas magnitudes a veces pueden vincularse a través
de la proporcionalidad directa o ser inversamente proporcionales. Asi, el drea A de un
circulo es proporcional al cuadrado de su radio, lo que se expresa con una férmula del
tipo A = 77?2 y la duracién de un viaje T es inversamente proporcional a la velocidad
del vehiculo (T' = d/v) pueden ser de proporcionalidad

A la magnitud que se encuentra a la izquierda de estas férmulas (el drea, la duracién)
se la denomina variable dependiente, y a la magnitud de la que depende (el radio, la
velocidad) se la llama variable independiente.

De manera maés abstracta, el concepto general de funcién se refiere a una regla
que asigna a cada elemento de un primer conjunto un unico elemento de un segundo
conjunto. Por ejemplo, cada nimero entero posee un unico cuadrado, que resulta ser
un nimero natural (incluyendo el cero):

-2 -1 0 1 2 3

L S T S
+4 +1 0 41 +4 49

Esta asignacién constituye una funcién entre el conjunto de los nimeros enteros y
el conjunto de los naturales. Aunque las funciones que manipulan ntimeros son las mas
conocidas, no son el Unico ejemplo: puede imaginarse una funcién que a cada palabra
le asigne su letra inicial:

estacion museo arrollo rosa avién

+ + + } +
E M A R A

Esta es una funcién entre el conjunto de las palabras en espafiol y el conjunto de
las letras del alfabeto espanol.
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= ;Qué es una funcién? Da algunos ejemplos de funciones que se te ocurran.

= ;Para qué serviran las funciones en programacién?

Intentemos ahora formalizar un poco nuestras reflexiones. Diremos que una funcién le asigna
a los elementos de un conjunto, llamado dominio, elementos de otro conjunto, llamado codominzio.
La notacién:

f:A—B

indica que f es una funcién con dominio A y codominio B.
Utilizaremos la siguiente notacién:

fa=0

para indicar que f le asigna el elemento b € B a a. Aqui, b se llamara el valor de f en el
argumento a.

La notacién habitual utilizada para denotar a la aplicacién de funciones, f(z), si bien es 1til
en Andlisis Matemético y Algebra, no lo es en el contexto en el que trabajaremos. Por eso hemos
decidido utilizar el simbolo .

Es importante que siempre distingas claramente entre una funcién f y la aplicacién de esta al
valor x que se escribe como f.x. El simbolo f representa al conjunto de todas las aplicaciones, en
cambio una aplicacién de la funcién, como f.5 representa sélo el valor que la funcién le asigna a
ese argumento.

6.2. ;Coémo definir funciones?

Dentro de este curso estaremos particularmente interesados en definir funciones. Para hacerlo,
el primer paso que tenemos que dar es otorgarle un nombre la la funcién que queremos crear.
Retomando el ejemplo de la actividad anterior si quisiéramos definir una funcién que dado un
ntimero entero devuelva su cuadrado, debemos, en primer lugar, nombrarla. Llamemos a esta
funcién cuadrado.

Utilizaremos un simbolo especial para definir funciones que serda =. Este sera necesario para no
confundirlo con el simbolo =.

Inicialmente podriamos intentar definir la funcién cuadrado enumerando cada uno de sus casos,
de la siguiente manera:

cuadrado.0 =0
cuadrado.l =1
cuadrado.(—1) =1
cuadrado.2 = 4

Es claro que esta forma de definir funciones, ademds de poco practica, es inviable visto que el
dominio de la funcién es infinito, por lo que nunca terminariamos de escribir su definicién. ; Cémo
definirias de manera general a la funcién cuadrado?

Generalmente las funciones son definidas usando férmulas, como en los siguientes ejemplos:

fa=2z>+4
9y=3
hz=7z
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Al definir una funcién usando una férmula se pueden utilizar constantes, como 2 y 4 en el caso de
f y también variables de distinto tipo. En estos casos anteriores las variables z,y, z representan
numeros naturales. Todas ellas se denominan variables libres porque pueden reemplazarse por otra
sin alterar la definicién de la funcién. Asi, el funcién h podria definirse en términos de la variable
w de la siguiente forma y seguiria siendo la misma funcion:

hw = Tw
Una funcién también puede tener més de un argumento, por ejemplo, la siguiente funcion:
fry=x+y
toma dos nimeros naturales y devuelve el resultado de sumarlos.

En las siguientes definiciones identifica las variables, las constante y el nombre de la funcién:
1. fa=5x%x
2. duplica.a =a+ a
3. por2.y =2x*y

4. multiplicar.zz.tt = zz * tt

6.3. Tipado de funciones

Ademaés de dar una férmula para definir a una funcién en este curso pediremos que el tipo de
la misma sea declarado explicitamente. En esta seccién introduciremos la notacién y los conceptos
necesarios para tipar funciones.

Las funciones toman uno o més argumentos, todos ellos con un tipo asociado.

Asi, la funcién f definida por la siguiente férmula:

fx=x+4

toma un argumento de tipo Num.
A su vez, las funciones devuelven un valor que también tiene su tipo. En el caso de la funcién
f definida anteriormente, el valor que esta funcién devuelve al ser evaluada es de tipo Num.
Para capturar esta caracteristica de las funciones, en la declaracién de su tipo utilizaremos el
simbolo —. Asi, el tipo de f se declarara de la siguiente forma:

[ Num — Num
Veamos otro ejemplo. Tomemos la funcién g definida asi:
gry=3r—xxy>0

Esta funcién toma dos argumentos de tipo Num y devuelve un valor de tipo Bool. Asi, el tipo de
la funcién g se declara de la siguiente forma:

g :: Num — Num — Bool

Los tipos de los argumentos se listan primero, siguiendo el orden en el que seran llamados por
la funcién, y en tdltimo lugar se coloca el tipo del resultado de evaluar la funcién.

Declara el tipo de las siguientes funciones:
1. gy =38y
2. hzw=z+4+w

3. ja=2x<0
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Cuando la definicién de una funcién se vuelve mas compleja puede ser necesario recurrir a un
arbol de tipado para descubrir qué tipos deben tener las variables en los argumentos y el tipo final.
Para ello podemos construir un arbol de tipo para el cuerpo de la funcién, es decir, para lo que
estd a la derecha del simbolo = utilizando EQU .

Con la ayuda de EQU construi los arboles de tipo para las siguientes funciones. Usando esta
herramienta descubri el tipo que tienen que tener sus argumentos y declara el tipo de cada una
de las funciones:

l. gz =6*xx+8=2+3
2. hyz.=(@y—1)x(z—2)—2+6

3. fw.z. = (2l —40)v=

6.4. Evaluacion de funciones

Una vez que tenemos definida una funcion esta puede evaluarse para argumentos particulares. Es
importante resaltar que las variables con las que estd definida una funcién pueden tomar cualquier
valor siempre y cuando el tipo sea el correcto. Asi, es posible evaluar una funcién en un argumento
que a su vez sea la evaluacién de otra funcién, siempre y cuando el tipado sea correcto.

Dadas las siguientes definiciones de funciones:

g = Num — Num
gr = 6xx+8=z+3

duplica ::  Num — Num
duplica.a = a+a

porb ' Num — Num
pord.z = b5xy

multiplicar ::  Num — Num — Num

multiplicar.z.y = xxy

Evalualas en los siguientes argumentos:
1. ¢.7
2. multiplicar.3.(g.2)
3. por5.(duplica.8)

6.5. Distintas formas de definir funciones

En esta seccién nos ocuparemos de introducir la notacién necesaria para definir funciones de
diferentes formas.

6.5.1. Definiciones locales

Cuando definimos una funcién es posible también incluir en ella una o varias definiciones locales.
Estas definiciones sélo tienen sentido dentro de la definicion de la funcién a la que estan asociadas.
Como ejemplo tomemos la funcién raiz que dados tres ntimeros, a, b y ¢, calcula una de las raices
de la ecuacién az? * bz * ¢. Una posible definicién de esta funcién, utilizando definiciones locales,
es la siguiente:
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raiz 2 Num — Num — Num
raiz.a.b.c = %ﬂ

|disc =b% — 4% axc||
En esta definicién se incluye a la variable disc, la cual estd localmente definida es decir, disc
sélo tiene sentido dentro de la definicién de raiz. Notd que, en este caso la definiciéon de disc hace
referencia a nombres (a, b, ¢) que sdlo tienen sentido dentro de la definicién de raiz. En caso de
haber més de una definicién local separaremos las mismas con comas, dentro de los corchetes. Las
definiciones locales pueden servir para mejorar la legibilidad de un programa pero también para
mejorar la eficiencia del mismo, como veremos mas adelante.

Se quiere construir una funcién que calcule el drea de un prisma rectangular. El prisma tiene una
altura h, un ancho a y una profundidad p. Completd la siguiente definicién utilizando definiciones
locales:

area 2 Num — Num — Num — Num
area.h.a.p = 2x* frente+ 2 *lado + 2 * tapa
|| frente = ...,
lado = ...,
tapa = .. .||

6.5.2. Definiciones de funciones por casos

Hay ocasiones en las que una séla férmula no alcanza para definir una funcién. Asi, existen
funciones que para un conjunto de argumentos requieren una definicién y para otro conjunto de
argumentos necesitan de otra definicién diferente. Es el caso, por ejemplo de la funcién espar que
dado un natural devuelve true si el nimero es par o false si el nimero es impar. En este caso
tendremos que definir una funcién que a todos los nimeros pares les asigne un valor booleano y a
todos los impares les asigne otro valor booleano.

Un mecanismo muy 1til para definir a este tipo de funciones es el anélisis por casos. Cuando se
usa esta construccién, el valor que tomara la funciéon depende de que ciertas expresiones booleanas
sean ciertas o no.

Una definicién por casos de una funcion tendra la siguiente forma general:

fx = ( Bo—fo
o Bi—fi
O Bn,—fa

)

donde las B; son expresiones de tipo booleano, llamadas guardas y las f; son expresiones del mismo
tipo que f. El valor que tomarda la funcién corresponde a aquel para la cual la expresion booleana
es cierta.

Veamos algunos ejemplos.

Definamos la funciéon maxino, que toma dos nimeros y devuelve el mas grande de los dos. Una
definicién para esta funcion es la siguiente:

maximo.x.y Nat — Nat — Nat
mazimo.xy = ( z<y—vy
O z>y—«x

)

Para comprender mejor cémo funciona la funcién la evaluemos en el caso en que x sea 2 e y sea
5. Como para estos valores sucede que x < y entonces la primera guarda es verdadera y el valor
de la funcién es entonces y, es decir, 5.
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Por ultimo, definamos la funcién anterior que toma un numero y devuelve otro nimero que
serd 0 si el nimero es 0 o el nimero anterior si éste es distinto de cero:

anterior.n Nat — Nat
anteriorm = ( n=0-—0
O n#0—-n-1

)

donde x mod 2 representa el resto de la divisién entera de x por 2

Defini y evalud en FUN las siguientes funciones:

1. funcién signo que toma un nimero y devuelve 1 si el niimero es mayor que 0 y devuelve 0
si el nimero es menoro igual que 0

2. funcién valorabsoluto que toma un niimero = y devuelve x siz > 00 —z siz <0

3. funcién espar que dado un nimero devuelve True si el mismo es par o False si el mismo
es impar.

6.5.3. Pattern matching

Existe otra manera de definir funciones cuando las mismas deben tomar diferentes valores
segin determinados casos. Esta manera alternativa se denomina “pattern matching”! y utiliza
fuertemente patrones que permiten describir y distinguir a un conjunto de niimeros.

Veamos un ejemplo. Retomemos la funcién anterior que en la seccién precedente hemos definido
por casos. Para definirla usando pattern matching necesitamos una forma de escribir el argumento
de la funcién en los dos casos: cuando el argumento es cero y cuando es mayor que cero. Ahora
bien, cuando el argumento es cero tenemos un simbolo apropiado y podemos definir la funcién
directamente como:

£0=0

Para el caso en que el argumento es mayor que cero, el patrén que utilizaremos el siguiente: n + 1
con n € N —nota que n + 1 es siempre mayor que cero, sin importar cudl sea el valor de n. La
funcién se definiria para este caso como sigue:

fn+1)=n

De esta forma la funcién se define a través de dos declaraciones que aprovechan el hecho de que
un nimero natural es o bien cero o si no lo es entonces puede escribirse con el patrén (n + 1).
La definicién completa de la funcién sera:

f = Num— Num
f0. = 0
fn+l) = n

Es importante notar que el patrén sirve no sélo para distinguir los casos sino también para tener
un nombre en el cuerpo de la definicién —n + 1 aparece también del lado derecho de la definicién.

Una importante ventaja del pattern matching es que en la misma definiciéon de la funcién
podemos acceder a un valor relacionado con el pardmetro. Asi, el caso del pattern 0 y n + 1 nos
permite acceder al valor anterior del pardmetro (n). Esto hace que la definicién de la funcién
anterior quede mucho mas compacta sin tener que recurrir a la resta, como lo hacifamos cuando
la definiamos por casos.

Otros patrones posibles para los naturales podrian ser por ejemplo 0, 1 y n + 2, lo cual estaria
asociado a tres casos, dos que consideran los casos en que el argumento es 0 6 1 y uno para el caso
en que el nimero considerado es 2 o mas. Una definicién que utilice este patrén tendrd la siguiente
forma:

1Este término podria traducirse al espafiol como comparacién de patrones.
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f0 = fo
f1r = hf
f(n+2) = f

Un dltimo patrén para los naturales podria ser separar los niimeros pares e impares, aprove-
chando que los nimeros pares se pueden escribir de la forma 2 % n y los impares como 2 x n + 1.
Una funcién que utilice este patrén tendria la siguiente forma:

f@2xn) = f
f@2xn+1) = f

Descubri que hace la funcién definida de la siguiente forma:

f2xn) = n
f(2%xn+1) =

|
~

6.5.4. Algunas funciones mas complejas

Definir la funcién bisiesto que toma un Nun y devuelve un Bool. Esta funciéon determina si un
ano es bisiesto. Recordar que los anos bisiestos son aquellos que son divisibles por 4 pero no por
100 a menos que también lo sean por 400. Por ejemplo, 1900 no es bisiesto pero 2000 si lo es.

Suponé que querés jugar al siguiente juego: m jugadores en ronda comienzan a decir los nimeros
naturales consecutivamente. Cuando toca un multiplo de 7 o un ntimero con algin digito igual
a 7, el jugador debe decir “pip” en lugar del ntiimero. Defini la funcién pip que toma un Nat
y devuelve un Bool que sea true cuando el jugador debe decir “pip” y false en caso contrario.
Resolvé este problema para 0 < n < 10000.

= Primero te recomendamos definir una funcién unidad que devuelva la cifra de las unidades
de un ndmero.

= Hacé lo mismo para las funciones decenas, centenas, unidadesdemil

= Podés usar las funciones div y mod.

6.5.5. Resumiendo

Una funcién se puede, entonces, definir de alguna de estas formas:

= Una o més definiciones cada una con la siguiente forma: lo que estd a la izquierda del simbolo
= es el nombre de la funcién y el o los argumentos que toma y a la derecha hay

e 0 una expresién simple
e 0 una expresion por casos.
Noté que esta enumeracién de definiciones puede ser o una enumeracién caso por caso donde se
establece el valor de la funcién para cada uno de los argumentos posibles, lo que significaria definir

por extension una funcién o puede ser una enumeracién que utilice una serie de patrones, lo que
involucraria definir la funcién usando pattern matching.



Matematica y Logica 2016 CAPITULO 6. FUNCIONES Y RECURSION

6.6. Recursion

,Qué tienen en comun estas fotografias y el siguiente texto?
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Un ejecutivo cuenta con un aparato telefénico muy versatil, por el que
recibe muchas llamadas. Estda hablando con A, y es llamado por B;
dice entonces a A: “;tendria inconveniente en esperar un momento?”.
Por supuesto que en realidad no le preocupa si A tiene inconveniente
0 no; aprieta el botén, y se pone en comunicacién con B. Ahora es C
quien llama, y la conversacién con B queda en suspenso. Esto podria
extenderse indefinidamente, pero no nos vamos a dejar llevar por el
entusiasmo. Digamos entonces que la comunicacién con C finaliza;
nuestro ejecutivo, pues, se “saca” de vuelta para arriba hasta B, y
continda con su conversacién con €él. En tanto, A sigue sentado al otro
extremo de la linea, haciendo tamborilear sus unas sobre la superficie
de algun escritorio, y probablemente escuchando espantosa musica
funcional que la linea telefénica le transmite para aplacarlo ...La
alternativa mas sencilla serfa que la comunicaciéon con B termine y
el ejecutivo reanude finalmente su conversacién con A. Pero podria
suceder que, después de continuar la comunicaciéon con B, haya una
nueva llamada, ahora de D. En tal caso, B seria otra vez puesto en
la pila de los que esperan y seria atendido D.

Extraido de Géedel, Escher, Bach de D. H. Hofstadter

La recursién, ademds de estar presente en nuestras vidas cotidianas es también una herramienta
sumamente importante en ciencias de la computacion. Usualmente la idea de recursién se utiliza
para definir funciones recursivas.

6.6.1. Funciones recursivas

Definir una funcién recursiva implica construir una definicién de forma tal que la funcién se
contiene a si misma en su propia definicién. Un ejemplo bastante conocido de funcién recursiva es
la funcién factorial que, dado un natural devuelve el factorial del mismo. Asi: factorial.0 = 1,
factorial.3 = 3 2 x 1. Esta funcién se puede definir de manera recursiva de la siguiente forma:

factorial.0 =1

factorial.(n+ 1) = (n+ 1) x factorial.n

93



Matemética y Légica 2016 CAPITULO 6. FUNCIONES Y RECURSION

Nota que esta definicion utiliza pattern matching. Visto que esta forma de definir funciones nos
permite acceder rapidamente al valor anterior del pardmetro suele ser una manera muy apropiada
para hablar de funciones recursivas.

En el segundo renglén de la definicién la funcién se llama a si misma. Este es el caso que
denominaremos caso recursivo. El otro caso se llama caso base.

Las definiciones recursivas pueden, en una primer instancia, dar la impresién de que se estd
definiendo algo en funcién de si mismo. Esto implicaria una circularidad, y conduciria a una
regresion infinita o a una paradoja. En realidad, una definiciéon recursiva de una funcion —si esté
correctamente formulada— jamas conduce a una regresién infinita ni a una paradoja porque una
definicién recursiva nunca define una cosa en funcién de esa misma cosa sino, siempre, en funcién
de las interpretaciones mas simples de la misma.

Asi, en la definicién de la funcién factorial su caso inductivo llama a la funcién pero no para
n + 1 sino para n. Genéricamente la resolucién de la aplicacién de esta funcién podria describirse
como sigue:

factorial.(n+1) = (n+1) =« factorial.n
(n+1) *xn* factorial.(n — 1)
= (n+1)*xnx(n—1)factorial.(n — 2)

: (n+1)xnx(n—1)%(n—2)x...factorial.0
= (m+Dxnx(n—1)*xn—-2)*...1

En el peniltimo paso se aplica el caso base, que es el que nos asegura que el calculo en algin
momento acaba. Al intentar calcular factorial.n la funcién llamard a factorial.(n — 1) lo que
requerird, a su vez, que se calcule factorial.(n — 2) y asi sucesivamente hasta que se llegue a
factorial.0. Como para este caso la definiciéon de la funcién no es recursiva sino que da como
resultado 1 estamos seguros de que el cdlculo termina.
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Ahora que conocemos esta manera de definir funciones podemos preguntarnos, entre otras cosas,
por qué las funciones recursivas son tutiles en la programacion. Para responder a esta pregunta
te proponemos que leas el siguiente texto y que discutas con tus companeros las respuestas de la
preguntas que te planteamos:

Usualmente la funcion factorial se define a través de la siguiente notacién:
factorialn =1%2%3%...xn

Esta definicién es correcta pero la notaciéon de puntos suspensivos confia en que el lector
comprenda su significado. Una definicién informal como esta no es 1til para demostrar
teoremas y no es un programa ejecutable en muchos lenguajes de programacion.

La definicién recursiva que presentamos de la funcién factorial no tiene estos proble-
mas.

Las definiciones recursivas de funciones consisten en una coleccién de ecuaciones que
establecen las propiedades de la funcién que esté siendo definida. Hay un nimero de
propiedades algeraicas de la funcién factorial, y una de ellas es utilizada en el caso
recursivo de la funcién. De hecho, la definicién no consiste en un conjunto de comandos
a ser obedecidos; consiste de un conjunto de ecuaciones verdaderas que describen las
propiedades sobresalientes de la funcién definida.

Los lenguajes de programacion que permiten este estilo de definicién de funciones son
llamados lenguajes declarativos, porque el programa consiste en un conjunto de decla-
raciones de propiedades. El programador debe encontrar un conjunto de propiedades
adecuadas a declarar, usualmente via ecuaciones recursivas, y la implementacién del
lenguaje de programacién entonces encuentra una forma de resolver las ecuaciones.

Adaptacion libre de O’Donnell, Hall & Page (2006) Discrete Mathematics using a
computer. Pags: 47-48.

= ;Qué vinculos hay entre definciones recursivas y la programacion?

= ;Qué es un programa la perspectiva del autor del texto?

Defini y evalud en FUN las siguientes funciones recursivas:

1. Funcién sumatoria que, dado un ntimero Natural n, devuelve la sumatoria de los primeros
naturales hasta n.

2. Funcién potencia que toma dos numeros naturales, = e y, y devuelve z¥.
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Capitulo 7

Listas

7.1. Definiendo las listas

En este curso, consideraremos que una lista es una colecciéon de valores ordenados, los cuales
deben ser todos del mismo tipo. Consideraremos sélo listas que contengan un nimero finito de
elementos.

Notaciéon. Denotaremos a las listas entre corchetes, separando cada uno de sus elementos por
una coma.
Los siguientes son ejemplos de listas:

[3,2,1,1]
[True, True, False, False, True]
[[8,9], (4], [6, 6]]

3]

[]

El pentltimo ejemplo es una lista con un solo elemento y el iltimo es un caso bastante particular:
la lista vacta.

Un aspecto que diferencia a las listas de los conjuntos es que éstas pueden contener elementos
repetidos. Asi, [8,8] es una lista de dos elementos.

Diremos que dos listas son iguales si y sé6lo si tienen los mismos elementos en el mismo orden.
Por lo tanto:

[3,6,9] # [9, 3, 6]
[4,4,4,] # [4,4]
Tipos de las listas. A partir de los ejemplos anteriores podemos deducir que las listas pueden
ser de distintos tipos, asi tenemos listas de nimeros, listas de booleanos, listas de listas de niimeros,
etc. La restriccién es que todos los elementos de una lista dada sean todos del mismo tipo.
Siguiendo estas ideas, notamos que necesitamos dos cosas para determinar el tipo de una lista:

debemos ser capaces de expresar el tipo de los elementos que la componen y tenemos que establecer
que estamos hablando de una lista. Asi, diremos que el tipo de una lista es [A]:

= Los corchetes nos indican que se trata de una lista

= A es el tipo de los elementos de la lista
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Veamos los tipos de las listas del ejemplo anterior:
[3,2,1,1] es de tipo [Num]

[True, True, False, False, True] es de tipo [Bool|
[[8,9], [4], [6,6]] es de tipo [[Num]]
[3] es de tipo [Num)]

La lista vacia puede ser de diversos tipos, por eso le asignaremos, en general, el tipo [A] donde A
puede ser cualquiera de los tipos que ya conocemos. Sera por el contexto como podremos determinar
cudl es el tipo de la lista vacia. En el caso [[3,2],] ], [6]] la lista vacia es de tipo [Num] porque el
tipo de la lista completa es [[Num]].

Variables en listas. Supongamos ahora que queremos hablar sobre listas de manera general,
sin necesidad de referirnos a una lista especifica. Poder llevar a cabo esta tarea implicard utilizar
una variable que represente a una lista, cosa que es perfectamente valida. Convencionalmente:

s Utilizaremos los simbolos s, ys, zs, etc. para representar con variables a una lista;
= Usaremos xss, yss, etc, para representar con variables a una lista de listas.

= Por dltimo, si queremos representar a un elemento de una lista, lo que serd de muchisima
utilidad, utilizaremos las variables x, y, etc.

Es importante recordar que esto es una convencién; es la manera en la que generalmente se
escriben las cosas en la mayoria de los libros, no es algo que le otorgue un sentido particular a
las variables sobre listas. Por lo tanto, podrian ser presentadas con otras letras o de otra manera.
Nosotros seguiremos la convencion.

7.1.1. ;Coémo construir una lista?

Hasta aqui hemos introducido la notacién y el tipo de nuestro nuevo tipo de datos: las listas.
Asi, ya contamos con las herramientas para escribir una lista particular, que nos venga dada. Una
pregunta que surge a continuacién es aquella que da nombre a este apartado: jcomo podemos
construir una lista?

Este tipo de datos tendra dos constructores:

= La lista vacfa: [ ]
= Kl constructor >: este constructor agrega un elemento a una lista por la izquierda.

Analicemos como funciona este ultimo constructor: > tomard un elemento de tipo A y una lista
de tipo [A]. Al aplicar este constructor obtendremos una nueva lista cuyo primer elemento es el que
acabamos de agregar y cuyos elementos restantes son los que ya estaban en la lista. Por ejemplo,
tomemos el elemento 3 y la lista [5, 1,2]. Aplicar el constructor nos daré como resultado:

3105,1,2] = [3,5,1,2]

La potencia de estos dos elementos —la lista vacia y >— radica en que podemos construir todas las
listas posibles valiéndonos sélo de ellos dos. ;Cémo es este proceso? Veamos un ejemplo: Supon-
gamos que queremos counstruir la lista [False, False, True]. En primer lugar, tomaremos la lista
vacia y le agregaremos por la izquierda el elemento True utilizando nuestro constructor . A ese
resultado le agregaremos por izquierda el elemento False y, finalmente, al resultado le volveremos
a agregar el elemento False. En féormulas este proceso se escribe de la siguiente manera:

[False, False, True] = False> (False> (True>[]))

De manera mds general, si « es de tipo A y xs es de tipo [A], entonces x> xs es una lista cuyo
primer elemento es z y el resto es xs.
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Al contar con estos dos constructores, debe ser claro que la notacién introducida en los parrafos
anteriores es solo eso, una notacién. Por lo tanto, cada vez que la utilicemos, por ejemplo para
escribir la lista [7,4, 1], en realidad estamos haciendo uso de una manera mds corta y mas cémoda
de describir a esta lista en lugar de escribir 7> (4(>(1>[]))).

Actividad
Utilizando los dos constructores de listas, indicd como se construyen las siguientes listas:

1. [7,6,5,4]

2. 131,19, 2], 3, 8]]

3. [[[51]]

7.2. Funciones sobre listas

Ahora que tenemos un nuevo tipo de datos nos ocuparemos de construir funciones —es decir,
programas— que utilicen o manipulen listas. Asi, nos interesa definir funciones que calculen el
largo de una lista, que «peguen» dos listas, que devuelvan su primer elemento, que devuelvan todos
los elementos menos el primero, que multipliquen por dos todos sus elementos, etc., etc. Muchas
de ellas seran recursivas, otras no.

7.2.1. Funcidén cardinal

En primer lugar, elaboremos la definiciéon de la funcién cardinal, habitualmente denotada por
el simbolo #, que, dada una lista devuelve la cantidad de elementos que ésta lista contiene.

A partir de la descripcién anterior:

1. Calcula vos mismo los cardinales de las siguientes listas:

a) #[3,4,7,1] =

b) #[2,9] =

¢) [222222]
#l

d) #[]=

2. Indicé cudl es el tipo de la funcién #.

En el capitulo anterior vimos que un buen pattern matching para los nlimeros naturales surgia a
partir de pensar que un numero cualquiera es, o bien cero, o bien distinto de cero. Esto permitia
escribir a todos los nimeros como: 0 o n+ 1 con n € Nat. Si queremos definir una funcién sobre
todos los naturales, entonces podemos hacerlo definiendo la funcién para el caso 0 y para el caso
n+ 1.

Pensando ahora en las listas y en sus constructores:

1. ;De qué maneras podemos representar a todas las listas? ; Cémo es posible cubrir todos los
casos posibles de listas?

2. A partir de tus respuestas a las respuestas anteriores determind qué patrén puede ser 1til
para definir funciones sobre listas.

Notemos ahora que los constructores de las listas que aparecen en el patrén que utilizaremos
nos permiten armar listas mas largas a partir de listas méds pequenas —agregando elementos a
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través de . Esta caracteristica de la forma en que se construyen las listas hace que sea razonable
intentar una definicion recursiva de la funcion #.

Recordé que las funciones recursivas eran aquellas que en su definicién se llaman a si mismas
pero siempre para valores «mas chicos» del dominio en cuestién. Las definiciones de estas funciones
suelen tener uno o mas casos bases y un caso recursivo en donde la funcién se llama a si misma.

En el caso de la funcion #, el caso base trabajara con la lista vacia. Como esta lista no contiene
ningin elemento entonces para este caso el cardinal debe valer 0.

El caso inductivo trabajard con una lista que tenga al menos un elemento, denotandola por
x> xs. Esta lista tiene exactamente un elemento mas que la lista zs. Entonces, si aplicamos la
llamada recursiva en zs, el cardinal de la lista x > xs se puede calcular sumando 1 al cardinal de
la lista xs.

Traduciendo todas estas ideas a férmulas, la definicién completa de la funcién quedara de la
siguiente forma:

# = [A]— Nat
#] = 0
#xvas) = 14 H#uas

Evalua paso a paso en FUN la funcién cardinal para distintas listas particulares, de forma que
puedas ganar intuicién sobre cémo funciona.

7.2.2. Funcién concatenar

Esta funcién, denotada por el simbolo 4 , captura la idea de «pegar» dos listas dadas. Asi, toma
dos listas del mismo tipo y devuelve otra lista del mismo tipo, que consiste en las dos anteriores,
puestas una inmediatamente después de la otra. Por ejemplo:

[3,2] + [6] = [3,2,6]

[True, True] +H [False] = [True, True, False]
[[7,3], [8, 0]] + [[1, 1], [0]] = [[7, 3], [8,0], [1, 1], [0]]

Si bien esta funcién toda dos listas, que pueden denotarse como xs y ys, para definirla es suficiente
con hacer recursion en una de ellas, por ejemplo en xs.

Al igual que en la definicién de la funcién #, el caso base considerara que zs sea la lista vacia
y para el caso inductivo pediremos que esa misma lista tenga al menos un elemento denotandola
como z > xs. Como no vamos a hacer recursién sobre la otra lista, en ambos casos la denotaremos
como ys. Esta notacién permite que esta lista sea vacia o no.
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Las siguientes son anotaciones que un estudiante elaboré para darse una idea de como definir a
la funcién. Leelas con atencion:

Caso base: La primer lista es vacia. Entonces el resultado de «pegar» esta lista
con otra cualquiera debe ser la segunda lista completa.

Caso inductivo: Aqui debo trabajar con una expresién del tipo (z > xs) H ys.
El primer elemento del resultado de aplicar la concatenacion debe ser x. Luego deben
venir todos los elementos zs seguidos de todos los elementos de ys. Esto tdltimo se
puede escribir, usando la llamada recursiva, como xs + ys.

1. Utilizando estas intuiciones, completa la definicién de la funcién + :

_H_
[1+ys
(x> xs) H ys

2. Evalué la funcién en distintas listas, para ganar confianza en la correccién de tu definicién.

7.2.3. Funcién agregar por derecha

Supongamos que tenemos una lista dada, por ejemplo [3,2,7] y queremos agregarle al final de
la lista el elemento 8 para obtener la lista [3,2,7,8]. De esta funcién, que se denota con el simbolo
<, NOs ocuparemos en esta seccion.

1. ;Cudl deberia ser el resultado de aplicar la funcién a los siguientes casos?
a) [9] <
b) 1, ]] 1]
c) [
[

d)

2. Definf cuél es el tipo de la funcién <

[
]<
]

A True

3. ;Cuadl sera el caso base y el caso inductivo?

4. Escribi en una nota de FUN cuél deberia ser el resultado de aplicar la funcién a la lista
vacia y a la lista con al menos un elemento. Considera que si el caso inductivo trabaja con
(x> xs) <y, la llamada recursiva se expresa para esta funcién como zs <y.

5. Usando tus ideas anteriores da una definicién de la funcién.

7.2.4. Funciones cabeza y cola

Vamos a ocuparnos en esta seccién de dos funciones: en primer lugar, aquella que devuelve el
primer elemento de una lista dada. Esta funcién, que llamaremos cabeza, toma una lista de tipo
[A] v devuelve un elemento de tipo A. En segundo lugar, definiremos una funcién que devuelve
todos los elementos de la lista menos el primer elemento. Esta funcién, que llamaremos cola, toma
una lista de tipo [A] y devuelve una lista de tipo [A]

60



Matematica y Logica 2016 CAPITULO 7. LISTAS

1. ;Cuéles seran las condiciones que debera cumplir una lista para que las funciones cabeza y
cola puedan ser definidas? Para dar tu respuesta te puede ser 1util pensar cudl deberia ser
el resultado de aplicar la funcién a distintas listas.

2. ;Es necesario que las funciones sean recursivas? jpor qué?

3. A partir de tus respuestas a las preguntas anteriores construi una definicién para ambas
funciones.

7.3. Expresiones que contengan listas, nimeros y booleanos

En las secciones anteriores hemos definido distintas funciones sobre listas. Para evaluar expre-
siones mas complejas que combinen estas funciones con los otros operadores que ya conocemos
sobre los niimeros necesitamos determinar la precedencia de estas nuevas funciones. Como ya vi-
mos, la precedencia nos provee de reglas para saber qué operacion es preciso resolver en primer
lugar, en segundo lugar, etc. y también nos permite eliminar paréntesis.

A la lista de precedencia que ya tenfamos le agregamos, entonces, los operadores sobre listas:

Vo (-)? raices y potencias
*, producto y divisién
+,— suma y resta
=<, conectivos aritméticos
., #, cabeza y cola aplicacién de funcién, cardinal, cabeza y cola
>, < pegar a derecha y pegar a izquierda
+ concatenar dos listas

Como siempre, los operadores que estdn mas arriba tienen mayor precedencia. Cuando hay més
de un operador en un nivel de precedencia, es necesario poner paréntesis para evitar la ambigiiedad.
Por ejemplo, x> xs H ys se interpreta como (x > xs) +H ys, pero la expresién x > xs <y no tiene
sentido si no se ponen paréntesis: o bien es (z>xs) <y o bien z > (xs<y).

El objetivo de las siguientes actividades es que te familiarizases con expresiones que involucren
todas estas operaciones de manera que podamos extender el método que teniamos para justificar el
tipado de expresiones, considerando expresiones mas complejas que las que veniamos trabajando.

Evalud en FUN las siguientes expresiones. Interpretar los resultados a partir de tu conocimiento
de las funciones:

1. [23,45,6] < (cabeza.[1,2,3, 10, 34])
2. [0,11,2,5]> [ ]
cabeza.(0>[1,2,3])

([3,5] > [[14, 16], [1,3]]) < [4 + 8, 3?]
([1,2] H[3,4]) < (2 +3)

(([[True]] + [[True]]) < [False])

(

AN+HIMaI+=+11D)
[#[False, True, True]] > [[3, 6] + [4,9]]

L N & & = 88
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Cuando nos ocupamos de tipar expresiones que involucraban operadores sobre niumeros elabora-
mos reglas de tipado para cada uno de ellos. Por ejemplo, para la multiplicacién la regla de tipado
era:

Nat x Nat
Nat

1. Elabora reglas de tipado similares para las funciones que hemos definido sobre listas: #, >,
d, 4, cabeza y cola.

2. Usando EQU construi el arbol de tipado de todas las expresiones de la actividad anterior
3. ;Qué ocurre en los siguientes casos?

a) [1,5, False]
b) 0«]1,2,3]

) (1 +[2)) >3]
) |

[0, 1], [False, False]]

o

d

Utilizd4 EQU para ver si es posible asignarles tipo a las variables para hacer que las expresiones
queden bien tipadas:

1. 2> (y>2)

2. x> (yo o)
(z>y)>2z
(zry)ey

x> (y<z)

(x +Hy)> (2 H w)
x> [z]

v [[x]]

P P N & & = 0§

x> ([[True]] > y)

7.4. Mas funciones sobre listas

Al contar con cada vez mas tipos de datos el sistema formal que vamos construyendo se va
volviendo méas y maés rico, ampliando el rango de funciones —es decir, de programas— que se
pueden definir. En esta seccién nos ocuparemos de definir distintas funciones que tomen o devuelvan
listas, nimeros o booleanos.

62



Matemética y Légica 2016 CAPITULO 7. LISTAS

1. Defini la funcién duplicar que toma una lista de nimeros y devuelve otra lista de nimeros.
El resultado de aplicar esta funcién es una lista que contiene duplicados cada uno de los
elementos de la lista original. Para ello:

a) Pensi en el resultado que deberia devolver la funcién en algunos casos particulares.
Esto te permitird ganar intuicién sobre cémo definir la funcién.

b) Defini cudl serd el tipo de la funcién.

¢) Defini sobre qué variable se realizard la recursién y cudl serd el caso base y el caso
recursivo.

d) Defin{ la funcién para ambos casos. Recordd que el caso recursivo debe llamar a la
funcién para un valor «méas chico» de la variable y que el caso base debe asegurar
que el computo termine. Podés usar también una nota de FUN para escribir con tus
palabras lo que deberia hacer la funcién en cada caso.

e) Evalud, usando FUN la funcién para distintos casos. Si es necesario revisé tu definicién.

2. Defini la funcién agregar0 que toma una lista de listas de ntimeros y devuelve otra lista de
listas de numeros. El resultado de aplicar la funcién es agregar el elemento 0 al inicio de
cada una de las listas que componen la lista de listas original. Para poder hacerlo puede
serte 1til seguir los pasos mencionados en el item anterior.

3. {Qué hace la siguiente funcién?
f = Num — [Num] — [Num]
fnl]l =[]

fn(zrzs) = nxap>fnas

4. ;Qué hace la siguiente funcién?
g = [[Num]] = [[Numl]]
gl] =
f(xspass) = [#xs]>g.xss

Si te hace falta podes evaluar “paso a paso” la funcién en FUN .

5. (Podés encontrar similitudes entre estas cuatro funciones? ;Cudales? Proponé otra funcién
que compartiria estas caracteristicas.

Las funciones que definimos en la actividad anterior pertenecen a una clase de funciones deno-
minadas comunmente mapeos. Los mapeos son funciones que toman listas de algun tipo, pueden
ser [Num], [Bool], [[Num]], etc. y devuelven otra lista del mismo tipo que la original. Ellas le
aplican a cada elemento de la lista original una operacién o funcién, como multiplicar por dos o
agregar un 0 al comienzo de una lista. Los elementos de la lista que devuelven son el resultado de
esta operacién.
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1. Trabajemos ahora con la funcién sum que toma una lista de nimeros y devuelve un niimero
que es el resultado de sumar todos los elementos de la lista.

a) En primer lugar, pensa cudl deberfa ser el resultado para algunos casos particulares.
b) Defini el tipo de la funcién.

¢) Defini sobre qué variable se realizard la recursién y cudl serd el caso base y el caso
recursivo.

d) Las siguientes son las notas que un estudiante construyé para ayudarse a definir la
funcién en los dos casos:
Caso base: La lista vacia no contiene elementos, por lo tanto no hay nada para sumar.
Por eso definiré la funcién para el caso base como 0. Esto probablemente sea bueno
para asegurar que la funcién termina. Ademads, como el cero es el elemento neutro de la
suma, cuando aplique el caso recursivo una cantidad de veces y llegue a la lista vacia,
que la funcién este definida en este caso como cero me asegurard que el valor de sum
que ya vengo calculando no se altere.
Caso inductivo: Para este caso lo que sum tiene que hacer es sumar la cabeza de la
lista al resultado de aplicar la funcién a la lista con un elemento menos.

e) Ayudéndote de estas notas definf la funcién para ambos casos
f) Evalud tu definicién en distintos casos. Si es necesario revisé tu definicién.
2. Defini la funcién concat que toma una lista de listas y devuelve una lista. El resultado de

aplicar esta funcién es una lista que consiste en todos los elementos de las listas de la lista
original concatenados. Para ello:

» Tomd en cuenta que concat.[[1],[2,3],[4,5,6]] debe dar como resultado la lista
[1,2,3,4,5,6]. Pensé en otros resultados para casos particulares.

s Para definir a la funcién podés utilizar la funcién 4 que ya definimos.

3. ;Qué hace la siguiente funcién?

h = [Num] — Num
h[] = 1
flzpas) = xxgas

4. La funcién f definida a continuacién utiliza a la funcién maximo que desarrollamos en la
seccion 6.5.2, en la pagina 49. Revisd la definicién de maximo y luego evalua y analiza la
definicién de f para averiguar qué hace:

f = [Num] = Num
gll = 0
fz>zs) = mazimo.x.(f.xs)

5. (Qué semejanzas hay entre estas cuatro funciones? Imagina otra funciéon que también posea
estas caracteristicas.

Las funciones de la actividad anterior pertenecen a una clase de funciones llamada acumulado-
res. Todas las funciones de esta clase operan sobre todos los elementos de una lista, acumulando
este resultado a medida que se realiza el cémputo. Por este motivo el caso base siempre debe ser
el neutro de la operacién que se esta realizando.
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1. Trabajemos ahora con la funcién quita0 que toma una lista de nimeros y devuelve otra lista
de ntmeros. Esta funcién remueve todos los ceros presentes en una lista, devolviendo sélo
los restantes.

a) Como siempre, pensa en el resultado que deberfa dar la funcién en algunos casos par-
ticulares. Luego, defini cual serd el tipo de la funcion.

b) La siguiente es una definicion que dio un estudiante de la funcién:
quitad = [Num] — Num
quita0.[ ] []
quita0(z > xs) ( x=0-— 0> quital.zs
O x# 0 — quita0.xs

)

¢) {Por qué te parece que el estudiante decidié utilizar una definicién por casos en el caso
recursivo?

d) Evalua en FUN esta definicién para ver si estd bien hecha. De ser necesario modificala.

2. Defini la funcién solopares que toma una lista y devuelve otra lista donde se encuentran
sélo los elementos de la lista original que son pares. Para hacerlo podés seguir la estrategia
que venimos desarrollando y tener en cuenta la forma de la definicién de la funcién anterior.

3. ;Qué hace la siguiente funcién? ;Sobre qué variable se estd haciendo recursion? Si te es 1til,
podés evaluarla en FUN para descubrir qué hace.

g = [[Bool]] = [[Bool]]
gll =
g(zs>xss) = ( wzs=][]— g.uxss
O zs#[]—axs>g.uass

)

4. ;Qué semejanzas hay entre estas tres funciones? Imagind otra funcién que también posea
estas caracteristicas.

Las funciones de la actividad anterior pertenecen a una clase de funciones llamada filtros. Como
su nombre lo indica, todas ellas eliminan o filtran algunos de los elementos de la lista que la funcién
toma de acuerdo a una condicién —por ejemplo, que elemento sea 0 o que sea impar—, devolviendo
una lista que contiene sélo los elementos que no satisfacen dicha condicién.
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1. Definamos ahora una funcién que comparte algunas caracteristicas con los filtros pero no es
exactamente uno. Se trata de la funcién esta que, dado un niimero y una lista de nimeros,
determina si el niimero estd o no en la lista.

a) (De qué tipo serd el resultado de aplicar la funcién? ;Cudl serd el tipado completo de
la funcién? Para ello puede serte 1til pensar qué resultado deberia devolver la funcién
en algunos casos particulares.

b) Esta funcién toma dos pardmetros: un nimero, llamémosle n y una lista, xs. jSobre
cual de estos parametros se realizard la recursién? jPor qué?

¢) Lee la siguiente es una nota de FUN que escribié un estudiante sobre el caso inductivo
de la funcién:

Caso inductivo: Si el primer elemento de la lista es igual a n entonces la funcién debe
terminar, devolviendo el valor booleano que indique que el elemento esta en la lista. Si
el primer elemento no es igual a n entonces la funcién debe continuar analizando si el
elemento esta o no en la lista xs.

d) Escribi una nota para el caso base.
e) Formalizd estas ideas dando la definicién de la funcién.

2. Trabajemos ahora con la funciéon numerodeveces que toma un nimero y una lista de nime-
ros y devuelve el nimero de veces que dicho niimero aparece en la lista.

a) {Cuél deberfa ser el resultado de aplicar la funcién a los siguientes pardmetros? 0 y
[0,3,4,0,7}; 5y [; 9y [1]; 4 ¥[2,2,2]

b) La siguiente es una definicién que dio un estudiante de la funcién. Analizala para decidir
si es correcta o no. En caso de no serlo, corregila para que quede bien definida:

numerodeveces ::  Num — [Num] — Num
numerodevecesm.[] = 0
numerodeveces.n.(x>xzs) = (  x=mn— 1+ numerodeveces.n.xs

O x # 0 — numerodeveces.n.(x > xs)

)

Existen funciones en las que el patrén que venimos utilizando —lista vacia y lista con al menos un
elemento— no es 1til y es preciso utilizar uno distinto. Por ejemplo, la siguiente funcion utiliza el
patrén que distingue la lista vacia, la lista con un elemento y la lista con al menos dos elementos.

g = [Num]— Bool
gl] = True
g.lx] = True
g(zpypxzs) = ( x<y— fas

O x>y — False

)

1. Descubri qué hace esta importante funcion y explicd por qué es necesario utilizar este patrén.

2. Defini la funcién removeralternada que, dada una lista de niumeros remueve algu-
nos de sus elementos de forma alternada, comenzando con el primero. Por ejemplo,
removeralternada.[1,2,3,4,5,6,7] da como resultado la lista [2, 4, 6]. Para ello:

a) Definf el tipo de la funcién

b)

¢) Escribi en una nota de FUN con tus palabras qué deberia hacer la funcién en cada caso.
d)

Decidi qué patrén utilizards para definirla y justifica tu decisién.

Formaliz& tus ideas dando una definicién de la funcién. Probala para distintos casos y
si es necesario revisd la definicién.
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Una de las précticas més usuales y utiles en programacion es el reutilizar cédigo, es decir,
hacer uso de funciones que ya han sido definidas para construir nuevas funciones. Asi, cada vez
que se necesita dar una definicion de una funcién compleja esta puede componerse a través de la
combinacién de funciones ya definidas previamente. De estos temas nos ocuparemos en la siguiente
actividad:

1. Trabajemos con la funcién promedio que dada una lista de nimeros devuelve el valor pro-
medio de los nimeros que componen la lista.

a) Uséa tus palabras para describir qué tendria que hacer la funcién.
b) (Qué funciones que ya definimos pueden utilizarse para definirla?

¢) Usando estas ideas defini, en una sola linea, la funcién promedio.

2. {Qué hace la siguiente funcién definida en términos de la funcién concat y de #7?

f.xss = #(concat.zss)

3. Defini usando funciones que ya construimos la funcién invertir que, dada una lista devuelve
la lista invertida, es decir: invertir.[1,6,4,2] = [2,4,6,1]

7.5. Principio de induccion: demostrando propiedades de
funciones sobre listas

Ocupémonos ahora del problema de demostrar propiedades de funciones definidas sobre listas.
Esta es una cuestién bastante importante y comun en ciencias de la computacién, porque las
propiedades que satisfaga una funcién seran propiedades que satisfaga un programa.

Por ejemplo, podria ser util demostrar que la funcién cardinal es siempre mayor que cero, o
que la lista vacia es el elemento neutro de la concatenacién. Es importante resaltar que buscamos
una manera de demostrar que estas propiedades son validas para todas las listas, es decir debemos
probar que:

#xs = 0 para toda lista xs

xs H [ ] = xs para toda lista s

Asi, buscamos demostrar que una propiedad es satisfecha por todos los elementos del conjunto de
las listas.

Una posibilidad que tenemos es construir una demostraciéon para cada caso particular. Asi,
podriamos ir probando que la primer propiedad vale para la lista vacia, para la lista [1], para la
lista [1,2], para la lista [1,2, 3], etc., etc. Pero esta estrategia es inviable porque las listas son un
conjunto infinito y nunca terminariamos de probar con todos los casos posibles.

Una segunda estrategia que podemos aplicar es demostrar que la propiedad vale para todas las
listas de un largo dado. Asi, podriamos construir una demostracién para la lista vacia, otra para
todas las listas que poseen un elemento, otra para todas las listas que poseen dos elementos y asi
sucesivamente. Si llamamos a P a la propiedad a demostrar, entonces esta estrategia requeriria ela-
borar una demostracién para P([]), otra para P([z]), otra para P([z,y]), etc. Esta estrategia tiene
el mismo problema que la estrategia anterior, pero trae a primer plano una intuicién importante.

Tal como definimos a las listas, sabemos que con los dos constructores podemos armar todas
las listas posibles. Dichos constructores permiten vincular muy facilmente a una lista con la lista
que posee un elemento mas a través de la expresién x > xs.

Ahora bien, supongamos que podemos demostrar que la propiedad vale para la lista vacia, es
decir, construimos una prueba que demuestra que P(]]) vale. Si, ademds, logramos construir una
demostracién en la que suponiendo que la propiedad vale para una lista de un largo cualquiera
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entonces la propiedad vale para la lista que tiene un elemento mas, entonces habremos cubierto
todos los casos posibles. Esta tltima demostracién puede formalizarse de la siguiente manera:

Si P(xs) vale, entonces P(x > xs) vale

Esta es la esencia del principio de induccion sobre listas.

Veamos cémo funciona. En primer lugar demostramos que P(] ]) es vélida. Ademds, hemos
demostrado que si P(zs) vale, entonces P(z>xs) vale para una lista zs cualquiera. En particular,
xs puede ser la lista vacia, lo que nos permite afirmar que si P(]]) vale, entonces P(z>[]) también
vale. Como el caso base nos asegura que P([ ]) es vélida, entonces ya estamos en condiciones a
afirmar que propiedad vale para la lista con un elemento. Haciendo un razonamiento similar se
puede concluir que la propiedad vale para una lista con dos elementos, luego para la lista con tres
elementos y asi sucesivamente.

El principio de induccién sobre listas se enuncia formalmente de la siguiente manera:

Conceptos tedricos

Sea que P(xs) es una propiedad de una lista s de tipo [A]. Si
1. P([]) es verdadera.
(

2. Si P(zs) vale para una lista arbitraria zs de tipo [A] entonces P(x > xs) vale. Entonces
P(zs) vale para cualquier lista zs.

La demostracién del primer item de este principio suele llamarse caso base. La demostracion del
segundo item se llama caso inductivo. Para este ltimo siempre es importante no perder de vista
que lo que hay que demostrar es que si una propiedad vale entonces otra también lo hace; no hay
que demostrar que vale P(xs), ni que vale P(z > xs) sino que si P(zs) vale, entonces P(z > xs)
vale.

Para llevar a cabo una demostracién de este tipo lo que se hace generalmente es usar la propiedad
P(zs) como hipétesis en la demostracién de que P(z>xs) es equivalente a True. A esta hipdtesis
se la llama hipdtesis inductiva.

Pongamos todas estas ideas en préctica para demostrar que la lista vacia es el neutro a derecha
de la concatenacion. Para construir esta prueba haremos uso de la definicién de la funcién 4 . La
misma era:

+ = [A] = [A = [4]
[J+Hys = ys
(x>xs) Hys = x> (xsH ys)

En primer lugar, debemos enunciar formalmente la propiedad que vamos a demostrar. En este
caso es:

P(zs):axs+H[]=uas

Realizaremos una demostraciéon por induccién en la variable xs. Construyamos la demostracién
para el caso base. Debemos probar que P(xs) vale para la lista vacia, es decir que:

es valida. Hagamos uso de la definicién de la funcién para construir esta demostracion:

[+ 11=T]

= { Definicién de 4 caso base }

[1=1]
= { Reflexividad }
True
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Demostremos ahora el caso inductivo. Para ello vamos a suponer que

P(zs):xs+H[]=uxs

es valida y deberemos demostrar que la propiedad vale para la lista que posee un elemento mas,
es decir, probar que:

P(zvxs): (xpxs) H [] = (x>axs)

Nuevamente, utilicemos la definicién de # para elaborar la prueba:

(z>zxs)H[]=(z>axs)

= { Definicién de + }

x> (xs+H[]) = (x>as)

= { Hipétesis inductiva }

x>as = (r>xs)

= { Reflexividad }

True

Como hemos demostrado que la propiedad vale para estos dos casos, entonces el principio de
induccién nos asegura que la propiedad vale para todas las las listas.

Analizando la demostracién que acabamos de realizar, determinemos el formato que utilizare-
mos en general para construir demostraciones por induccién de propiedades sobre listas:

1.

Establecer que la demostracién utiliza el principio de induccién. Esto inmediata-
mente determina la estructura global de la prueba, lo que le ayuda al lector a entender tus
argumentos.

. Definir una proposicién P(xs). La conclusién de la demostracién serd que P(xs) vale

para toda lista xs. En algunos casos la propiedad puede involucrar a varias variables. En ese
caso debés indicar sobre cual de ellas se aplicara la induccién, es decir, cual de ella jugara el
papel de xs.

Demostrar que P([]) es verdadera. Esta parte de la prueba se llama caso base.

Demostrar que si P(xzs) vale, entonces P(z > xs) también vale. Esta parte de la
demostracion se llama caso inductivo. La estrategia a utilizar en esta parte de la demostracién
es usar a P(zs), como hipétesis para demostrar que P(x > xs) es verdadera.

Invocar el principio de induccién. Dados las subpruebas anteriores, el principio de in-
duccién nos permite afirmar que P(zs) es valida para toda lista

Este formato también es el que FUN te propondréa cada vez que quieras construir una demos-
tracién por induccién usando esta herramienta.
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Utilicemos el principio de inducciéon para demostrar un teorema ttil acerca de la relacéon entre
dos funciones: 4 y sum. Si tenemos dos listas, por ejemplo xs e ys, entonces hay dos maneras de
computar la suma de los elementos de ambas listas combinadas. Se puede concatenar primero am-
bas listas y luego realizar la suma de todos los elementos o es posible calcular independientemente
la suma de los elementos de ambas listas y luego sumar estos resultados.

Este tipo de teoremas son tiles para hacer maés eficientes a los programas. Por ejemplo, suponé que
tenés que sumar los elementos de una lista muy larga y que para ello contas con dos computadoras.
Lo que puede hacerse es partir la lista a la mitad, hacer que cada computadora compute en paralelo
la suma de una mitad de la lista original y luego, con una simple suma obtener el resultado. Esto
permite acortar el tiempo de ejecucion del programa en casi la mitad.

1. A partir de los parrafos anteriores formalizé la propiedad P(xs) que debemos demostrar
2. Decidi sobre qué variable se va a hacer induccién y justificd tu respuesta.

3. Haciendo uso de las definiciones de las funciones sum y 4 construi la demostracién para el
caso base y el caso inductivo.

4. Utilizando esta demostracion como base, enuncia y demostrd un teorema que me permita
calcular la longitud de una lista formada por la concatenacién de dos listas como la suma
de las longitudes de las dos listas originales.

Usemos el principio de induccién para demostrar algunas propiedades muy buenas de las fun-
ciones que hemos definido. Para ello te proponemos la siguiente actividad:

1. Explicd con tus palabras cual es la propiedad que establece el siguiente teorema:
#(duplica.xs) = #xs

2. Demostralo en FUN utilizando induccién.

3. Enuncid y demostra una propiedad que estalezca que duplicar una lista formada por la
concatenacion de dos listas es igual a duplicar cada una de ellas y luego concatenarlas.

4. ;Estos dos teoremas podrian generalizarse para demés funciones que definimos en la activi-
dad de la pagina 627 ;Por qué?

5. Demostr4 el siguiente teorema: sum(duplica.xs) = 2 * sum.zs

6. Definf la funcién sumauno que dada una lista de nimeros le suma 1 a cada elemento de la
misma devolviendo otra lista de nimeros.

a) Utilizando esta definicién justificA con tus palabras por qué la siguiente propiedad es
vélida: sum(sumauno.xs) = #xs + sum.xzs

b) Demostrd la propiedad utilizando induccién.
7. Enuncia y demostra por induccién que la concatenacion es asociativa.

8. Nos ocuparemos ahora de probar una propiedad similar a la que demostramos entre sum y
~4 . La propiedad que demostraremos vincula la funcién concat con la funcién 4 de manera
tal que nos permitird hacer mas efectivos algunos de nuestros programas:

concat(xss H yss) = concat.xss H concat.yss
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Capitulo 8

Induccion y recursion sobre los
numeros naturales

“Aunque esta proposicion pueda temer un niumero infinito de casos, daré una prueba
muy corta de ella asumiendo dos lemas. El primero [...] es que la proposicion es vdlida
para la sequnda fila. El sequndo es que si la proposicion es vdlida para cualquier fila
entonces ella debe ser necesariamente vdlida para la fila siguiente”

Blaise Pascal (1654)

En este capitulo daremos un paso importante en la formalizacién del sistema formal que ve-
nimos construyendo lo que implicara definir explicita y rigurosamente muchos conceptos, ideas y
herramientas que siempre damos por sentado. En primer lugar, vamos a dar una definicién pre-
cisa de los nimeros naturales que nos permitira construir todos los nimeros a partir de ciertos
constructores. Luego vamos a definir las operaciones sobre los naturales, poniendo particular aten-
cién a la definicidn recursiva de las operaciones de suma y multiplicacién. La segunda mitad del
capitulo estd dedicada a desarrollar una de las herramientas de demostracién mas potente de la ma-
tematica y mas tutil para la programacion: el principio de induccién matematica cuyas ideas claves
estan mencionadas en la cita de Pascal de mas arriba. Utilizando esta estrategia de demostracion
construiremos pruebas para las propiedades mas béasicas de las funciones suma y multiplicacién:
conmutatividad, asociatividad, elemento neutro, etc.

Asi, todo este capitulo esta focalizado en introducir las herramientas matematicas necesarias
para demostrar propiedades que has venido utilizando desde hace muchisimo tiempo. Este no es un
desafio menor he implica un esfuerzo de formalizacién que sera recompensado ganando estrategias
de prueba muy potentes.

8.1. Definicion inductiva de los nimeros naturales

En la escuela primaria todos aprendimos a escribir los niimeros usando el sistema de numeracion
decimal. Excepto en ciertas culturas, es el sistema usado habitualmente en todo el mundo y en todas
las dreas que requieren de un sistema de numeracién. Dicho sistema posee diez simbolos diferentes:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,0. Este es un sistema de numeracién en el cual el valor de cada digito depende
de su posicién dentro del niimero. Al primero corresponde el lugar de la unidades, el siguiente
las decenas, centenas, etc. Para construir un ntmero el procedimiento a seguir es multiplicar el
digito correspondiente a las unidades por 10°, luego sumarle el digito correspondiente a las decenas
multiplicado por 10!, luego sumarle el digito correspondiente a las centenas multiplicado por 102,
etc. Asi, para construir el nimero 743, debemos hacer:

3%10° +4 %10 + 7% 102

=3+40+ 700
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=743

De esta forma,este es un sistema que nos permite, siguiendo ciertas reglas, definir a todos los
ndmeros naturales.

Ademés de esta manera de construir los nimeros naturales también contamos y, de hecho
venimos trabajando, con muchas funciones: por ejemplo, la suma, la multiplicacién, la resta. Hasta
aqui las hemos utilizado para definir otras funciones, por ejemplo la funciéon sumatoria en el
capitulo anterior, pero nunca hemos dado definiciones de ellas.

. De qué forma definirias la funcién suma? No estd permitido hacerlo caso por caso.

Ahora bien, si nuestro objetivo es construir programas necesitamos ser sumamente precisos
porque queremos instruir a una computadora. Esto plantea la necesidad de dar una definicién de
todos los nimeros y de todas las operaciones, incluidas también la suma, la multiplicacién, la resta,
etc. Ese serd el desafio de este capitulo.

Existen otras definiciones para los naturales aparte de la que se presenta en el sistema de
numeracion decimal. En particular, este conjunto puede ser definido inductivamente. ; Qué significa
esta afirmacion? Pues que definiremos dos objetos matematicos que nos permitiran construir todos
los nimeros. La siguiente definicién captura esta idea:

Conceptos tedricos

Definicién inductiva de N:
1. 0eN

2. Existe un constructor, llamado suc, que, dado un natural devuelve el natural siguiente.

Con la definicién que acabamos de dar, podemos escribir todos los naturales sélo a partir de
dos simbolos: el simbolo 0 y el simbolo suc. De esta forma, un nimero es 0 o es el sucesor de un
nimero mas pequeno.

Por supuesto, es posible “traducir” nimeros escritos en un sistema al otro. Asi, el valor unidad,
que acostumbramos a denotar con el simbolo 1, segun la definicién inductiva de los naturales se
escribe como suc(0). El valor dos, en un sistema se escribe como 2 y en el otro como suc(suc(0)).

Completd la siguiente tabla que permite traducir algunos valores de un sistema a otro:

Sistema decimal Definicién inductiva de N
5

suc(suc(suc(0)))
suc(suc(suc(suc(suc(suc(0))))))

Si bien esta definicién de los naturales puede parecer extrana en un primer momento y poco
practica para escribir cifras grandes también presenta grandes ventajas, que iremos explorando a
lo largo de todo este capitulo.

8.2. Definicion funciones sobre los naturales definidos in-
ductivamente

En esta seccién nos enfrentaremos al desafio de definir las operaciones sobre los naturales —
particularmente la suma y la multiplicacién— a partir de la definicién inductiva de los N. ;Cémo

llevar a cabo esta tarea? Un primer intento es definir, por ejemplo, la suma para cada ntimero. Asi,
podriamos intentar dar una definicién del tipo:
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0+0=0

0 4 suc(0) = suc(0)

suc(0) + suc(0) = suc(suc(0))

suc(0) 4 suc(suc(0)) = suc(suc(suc(0)))

Es claro que este tipo de definicién, ademéds de ser poco préctica, nunca podria terminar de
escribirse porque los naturales son infinitos. Necesitamos una mejor manera de definir la suma.

En un segundo intento, podemos dar una regla general para la suma, es decir, definir una
funcién que dados dos nimeros naturales nos devuelva la suma de ambas. Esta funcién tendra,
entonces, dos argumentos, que llamaremos a y b y sera de la forma:

+ :: Nat — Nat — Nat

a + b = definicién de la funcion

Ahora bien, la pregunta que surge a continuacién es jqué tipo de funcién utilizaremos? En este
punto es donde echamos mano a nuestra definicién inductiva de los N. Visto que dicha definicién
dado un nimero nos permite construir el nimero siguiente a partir del constructor suc, parece
viable intentar dar una definicién recursiva de la suma. Mas atn, en este punto no disponemos de
otra cosa que no sean los constructores 0 y suc. Asi, nuestra definicién solo podra escribirse como
una combinacién de ellos.

Una buena estrategia cuando tenemos que definir una funcién que toma dos argumentos es
intentar, en primer lugar, definirla recursivamente para uno solo de ellos. Sélo cuando, después
de intentarlo, concluyamos que no es posible hacerlo en términos recursivos solo para uno de los
argumentos, consideraremos definirla recursivamente para los dos argumentos.

Asi, definamos a la funcién + en términos recursivos para el primer argumento a. Al segundo
argumento lo denotaremos con la letra b, esta es una notacién que nos permite expresar que b es
0 0 o es el resultado de aplicar suc un nimero desconocido de veces.

Decidamos ahora cudles van a ser el caso base y el caso inductivo de nuestra definicién de 4. Hacer
esto involucra distinguir dos patrones del argumento de la funcién que nos permitan describir a
todos los naturales. Mirando la definicién inductiva de N proponé cuél deberia ser el argumento
de la funcién para el caso base y cudl deberia ser el argumento para el caso inductivo.

Para poder darnos una idea de qué es lo que debe hacer esta funcién utilicemos una analogia
entre la suma y los movimientos y las operaciones posibles en un dbaco. Supongamos que tenemos
un abaco con sélo tres varas. En la primera de ella colocaremos las fichas correspondientes al primer
argumento de la funcién +; en la segunda, las fichas correspondientes al segundo argumento; y en
la tercera, el resultado de sumar ambos pardmetros (ver figura 8.2)

L1

Figura 8.1: Abaco

Visto que s6lo contamos con el 0 y el constructor suc, intentemos describir en estos términos
el significado de tener fichas en una vara del abaco:

= No tener ninguna ficha en una vara se representa como 0
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» Tener una ficha en una vara se representa como suc(0)
= Tener dos fichas en una vara se representa como suc(suc(0))
» Tener tres fichas en una vara se representa como suc(suc(suc(0)))

= De modo general, tener n fichas en una vara se representa como aplicar n veces el suc al 0:
suc(suc(suc(. .. (suc(0)))))

n

Ahora bien, pensemos ahora qué significaria realizar la operacién 3+4 con el dbaco. La situacién
inicial serfa la siguiente:

= En la primer vara tengo tres fichas que se representan por: suc(suc(suc(0)))

» En la segunda vara tengo cuatro fichas que se representan por: suc(suc(suc(suc(0)))) (ver

figura 8.2)
| a b SL‘

Figura 8.2: Situacién inicial de la operacién 3 + 4

Sumar utilizando un dbaco implica mover todas las fichas de la primera y la segunda vara a
la tercer vara que representaba a la suma. Movamos, entonces, todas las fichas de la segunda vara
a la tercera y luego todas las fichas de la primer vara a la tercera. Por ltimo, contemos cuantas
fichas hay en la tercer columna (ver figura 8.2):

a b a+h|

Figura 8.3: Situacién final de la operacién 3 + 4

En la ultima columna quedaron siete fichas, lo que se representa como:
suc(suc(suc(suc(suc(suc(suc(0)))))))

Analizando este resultado podemos notar que la cantidad de suc que contiene son iguales a los suc
que tenia el primer argumento y el segundo:

suc(suc(suc(suc(suc(suc(suc(0)))))))

3 4

Este trabajo nos ha permitido, entonces, ganar una intuicién importante respecto a qué quere-
mos que haga la funcién. Ahora podemos enunciar una propiedad que queremos que la funcién +
satisfaga:
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La funcion + serd una funcion que aplique suc tantas veces como se aplica suc al primer
argumento y al sequndo.
En féormulas esto puede representarse como sigue:

suc(suc(. .. (suc(0)))) + suc(suc(. .. (suc(0)))) = suc(suc(. .. (suc(suc(suc(. .. (suc0)))))))
—_——— —_————

n veces m veces n m

Esta serd la idea que seguiremos para construir el caso base y el inductivo.
En primer lugar, construyamos una definicion para el caso base: 0+b. En el abaco esta situacion
se representa asf:

= Primera vara: no hay ninguna ficha: 0

» Segunda vara: hay b fichas: suc(suc(. .. (suc(0)))) (ver figura 8.2)

N———
b veces
b
fichas
a b a+b

Figura 8.4: Situacion inicial del caso base

Realizar la suma 0 + b implicaba mover las fichas de la primera y la segunda vara a la tercera.
En este caso, no tenemos ninguna ficha de la primera vara para mover y tenemos b fichas en la
segunda vara para mover a la tercera. Trasladémolas, entonces, y contemos cuantas fichas quedan
en la tercera vara: evidentemente quedaran b fichas. Por lo tanto el caso base para la funcién puede
definirse de la siguiente forma:

0+b=0

Esta definicién satisface la propiedad que habiamos definido para la funcién + visto que el resultado
aplica suc tantas veces como se aplica al primer argumento (0 veces) y tantas veces como se aplica
al segundo argumento (b veces).

Pasemos ahora al caso inductivo: suc(a) + b. Esta situacién se representa en el dbaco asf:

» Primera vara: Hay suc(a) fichas. El patrén que escogimos para definir la funcién nos permite
distinguir la tltima ficha: tenemos «a fichas, que se representan como suc(suc(. .. (suc(0)))) y
[ ——

a veces
una ultima ficha.

» Segunda vara: hay b fichas: suc(suc(. .. (suc(0)))) (Ver figura 8.2)
—_————
b veces
Ahora bien, traslademos todas las fichas de la segunda vara a la tercera y luego todas las fichas
de la primera vara a la tercera. Como resultado, en la tercera vara tendremos, en primer lugar, b
fichas, luego a fichas encima y, finalmente, la dltima ficha de la primera vara.
Al contar cuantas fichas quedaron en la tercera vara tendremos algo del estilo (ver figura 8.2):

suc(a) + b= Sue (suc(suc(. .. (suc(suc(suc(. .. (suc(0)))))))))
ultima ficha a veces b veces
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ultima

ficha
Y
a b
fichas fichas
a b a+b

Figura 8.5: Situacién inicial del caso inductivo

—= Ultima ficha
] b fichas
a fichas
a b a+b

Figura 8.6: Situacién final del caso inductivo

La propiedad que establecimos para la funcién establecia que la misma seria una funcién tal
que aplique suc tantas veces como se aplica en el primer argumento y en el segundo. Esto nos
permite transformar la segunda parte de la expresién anterior asi:

suc(a) + b= Suc (suc(suc(. .. (suc(suc(suc(. .. (suc(0))))))))
ultima ficha a veces b veces
suc(a) +b = Sue (a+D)

ultima ficha
Utilizar la propiedad que descubrimos nos ha permitido construir un caso inductivo recursivo

para la funcién + donde la funcién se llama a si misma en un caso més sencillo.
La definicién completa de la funcién sera:

+ = Nat— Nat — Nat
0+b = b
suc(a) +b = suc(a+D)

Para convencernos de que esta definicién realmente captura nuestras ideas en torno a la suma,
la evaluemos para algunos casos particulares:

245 = suc(suc(0)) + suc(suc(suc(suc(suc(0)))))
Definicién de suma, caso inductivo
= suc( suc(0)) + suc(suc(suc(suc(suc(0))))) )
Definicién de suma, caso inductivo
= sue( suc (0 + suc(suc(suc(suc(suc(0))))) ) )
Definicién de suma, caso base
= suc( suc (suc(suc(suc(suc(suc(0))))) ) )
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Seguiremos pasos similares para construir la definicién de la funcién multiplicacién, que deno-
taremos por *. Esta funcién también tomard dos argumentos, a y b € N y devolvera otro natural
que sea el resultado de mutiplicar ambos argumentos.

Al igual que lo hicimos con la suma, decidamos ahora cudles van a ser el caso base y el caso
inductivo de nuestra definicién de *. Proponé cual deberia ser el argumento de la funcién para el
caso base y cual deberia ser el argumento para el caso inductivo.

Para pensar en como vamos a definir cada caso recordaremos cémo aprendimos a multiplicar en
la escuela primaria: la multiplicacion se define en términos de la suma, asi multiplicar a por b es
igual a sumar a veces el valor de b. En férmulas esto se escribe como:

axb=b+b+...+0b
—_———

a veces

Esta serd la propiedad que utilizaremos para guiarnos en la construccion de la definicién de nuestra
funcién en cada caso.

1. Defini la funcién para el caso base y comprobd que la propiedad enunciada se satisface.

2. Defini la funcién para el caso inductivo utilizando la propiedad para hacer la llamada re-
cursiva de la funcién * en un caso mas simple.

3. Evalud la funcién en distintos valores para los argumentos de manera de comprobar que la
definicién captura nuestras ideas respecto a la multiplicacién.

Defin{ y evalud en FUN la siguiente funcién para descubrir qué hace:

f = Nat— Nat
f0 = 0
fosucla) = a

La siguiente funcién es una version en los naturales de la resta. La misma toma dos nimeros y
devuelve el resultado de restarle el segundo al primero. Para que la funcién pertenezca a N en el
caso en el que el primero sea cero la funcién devuelve cero (de otra manera devolverfa un niimero
negativo que no pertenece a N). Te damos listo el tipado, los casos y una de las definiciones.
Escribila en FUN , completé las definiciones para los otros dos casos y evaluala para chequear que
esté bien definida:

resta :  Nat — Nat — Nat
resta.0.0 =
resta.suc.(a).0 = ..
resta.0.suc(b) = 0

resta.suc(a).suc(b) =

.Se te ocurre una forma mas compacta de definir esta funcion? En particular, ;podrias definirla
utilizando menos casos?
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Construi una definicién para la funcién igualdad. Dicha funcién tomara dos niimeros naturales y
devolverd un booleano: true si los niimeros son iguales y False cuando sean distintos. Para ello:

1. Decidi cuédles van a ser los casos de la funcién, teniendo en cuenta que la misma posee dos
argumentos

2. Describi con tus palabras lo que la funcién deberia hacer en cada caso en una nota de FUN .
3. Defini, transformando tus palabras en férmulas, la funciéon para cada caso.

4. Evaluala para varios nimeros.

Defin{ y evalud en FUN la siguiente funcién para descubrir qué hace:

g = Nat — Nat — Bool
g.0.0 = True
g.suc(a).0 = False
9.0.suc(b) = True
g.suc(a).suc(b) = g.a.b

Defin{ la funcién mayor que dado dos nimeros, n 'y m, devuelve true si n es mayor que m o false
en caso contrario.

A lo largo de esta seccién hemos ido construyendo todas las operaciones bédsicas sobre los
naturales. Definimos la suma, la multiplicacién, la resta, la igualdad, el menor o igual, etc. La
siguiente seccién estara dedicada a aprender una técnica que nos permita demostrar cosas sobre
estas funciones.

8.3. Principio de Induccién
Para introducir el principio de induccién utilizaremos la siguiente analogia:

Una hilera de fichas de dominé, uno detras del otro, se extiende hasta el horionte.
Las fichas estan colocadas los suficientemente cerca para que si una cae las siguientes
caeran también. Alguien empuja la primera ficha. Como resultado, todas las fichas caen
(Ver figura).
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Esta imagen de los dominés en fila cayendo uno a uno describe la esencia de la induccién ma-
tematica, uno de los métodos de demostracion més importantes en matemdtica y en programacion.
Este principio de utiliza cuando, dado un conjunto infinito de proposiciones:

P(0), P(1), P(2),...,P(n),P(n+1)

se quiere demostrar que son todas verdaderas. Utilizando la definicién inductiva de los nimeros
naturales, este conjunto de proposiciones puede escribirse como sigue:

P(0), P(suc(0)), P(suc(suc(0))), P(suc(suc(suc(0)))), . ..

Cada proposicion juega el rol de una ficha de dominé. Demostrar que esa proposicién es verdadera
puede interpretarse como que la ficha es golpeada por la anterior y cae. Si podemos demostrar
que la validez de una proposicién, por ejemplo, P(n) implica la validez de la proposicién siguiente,
P(n + 1), entonces probarfamos que cada ficha estd lo suficientemente cerca como para voltear la
siguiente. Si también podemos demostrar que la proposicién inicial P(0) es verdadera —siguiendo
nuestra analogia, si podemos demostrar que la primera ficha cae—, entonces todas las proposiciones
son verdaderas y nuestra fila de dominds se ird derrumbando en cadena.

En este capitulo no sélo pretendemos que comprendas este principio. También buscamos que
puedas construir demostraciones por induccién, ya que este método es fundamental para demos-
trar propiedades de los programas, como veremos mas adelante. Una ventaja que tendras para
enfrentarte al desafio de construir estas demostraciones es que las pruebas por induccién tienen
una forma especifica: siempre tendras que demostrar que la primer ficha del dominé cae; y luego
que cada ficha golpea y hace caer a la siguiente. Esto no quiere decir que las demostraciones seran
siempre iguales y que todas serdn faciles. Algunas de ellas requerirdn méas de un caso previo para
llegar al siguiente caso y otras necesitaran de més de un caso base. Visto que la induccién nos
servird para demostrar proposiciones no sélo sobre los nimeros naturales sino también sobre otros
tipos de datos que iremos introduciendo, a lo largo del desarrollo del material iremos ocupandonos
de cada uno de estos casos.

Como primer ejemplo demostremos que el 0 es el elemento neutro a derecha de la suma. ;Por
qué demostrar algo tan obvio? Recordemos que la funcién + se definia de la siguiente forma:

+ = Nat = Nat — Nat
0+b = b
suc(a) +b = suc(a+Db)

Esta definicién establece que el 0 es el neutro de la suma a izquierda. Pero todavia no hemos
construido una demostracién rigurosa de que el 0 es el neutro a derecha, y si queremos utilizar esta
dltima propiedad primero debemos demostrarla rigurosamente.

Entonces nuestro conjunto de fichas de domind vendran a representar al siguiente conjunto
infinito de proposiciones:

P(0):0+0=0,
P(suc(0)) : suc(0) + 0 = suc(0),
P(suc(suc(0))) : suc(suc(0)) + 0 = suc(suc(0)), ....

El primer paso que debemos dar es establecer especificamente qué es lo que queremos demostrar.
Esto suele involucrar construir una férmula que establezca en lenguaje matematico la proposicién
que vamos a probar —usualmente la llamaremos P(n). En nuestro caso, que el 0 sea el neutro a
derecha de la suma se puede escribir asi:

P(n): m+0=n paratodoneN

El principio de induccién nos permite construir la demostracién de una proposicién que vale para
todos los naturales ocupandonos sélo de dos casos: continuando con la analogia del domind, tenemos
que asegurarnos de que la primera ficha cae, es decir, tenemos que demostrar que P(0) vale; y luego
debemos demostrar que si una ficha cualquiera cae entonces hace caer a la que estd inmediatamente
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detras de ella. Vista nuestra definicion inductiva de los naturales, dado un nimero a cualquiera su
sucesor se escribe como suc(a). Por lo tanto, lo que debo demostrar es que si P(n) vale, entonces
P(suc(n)) vale también.

Ocupémonos, entonces, del primer caso, que se suele llamar caso base. Debo demostrar que:

P0): 0+0=0 paratodon €N

Para construir esta demostracion utilizaremos fuertemente la definicién de la funcién +:

0+0=0

= { Definici6n de + }
0=0

= { Reflexividad }
True

Esta prueba establece entonces que P(0) es valida.

Pasemos ahora a demostrar que si P(n) vale, entonces P(suc(n)) vale, es decir, demostremos el
llamado caso inductivo. Siempre es importante no perder de vista que lo que debe probarse es que
una implicacién es valida; no hay que demostrar que vale P(n), ni que vale P(suc(n)) sino que si
P(n) vale, entonces P(suc(n)) vale.

Para llevar a cabo una demostracién de este tipo lo que se hace generalmente es usar la propiedad
P(n) como hipétesis en la demostracién de que P(suc(n)) es equivalente a True. A esta hipGtesis
se la llama hipdtesis inductiva.

Con estas ideas en mente, construyamos la demostracién para el caso inductivo. Hay que probar
que:

Pn): n+0=n = P(suc(n)): suc(n)+0=suc(n)

Partamos de P(suc(n)) y demostremos que es equivalente a True utilizando como hipétesis P(n).
Nuevamente en esta demostracién haremos uso de la definicién de la funcién suma:

suc(n) + 0 = suc(n)
= { Definicién de + }
suc(n 4+ 0) = suc(n)
= { Hipdtesis inductiva }
suc(n) = suc(n)
= { Reflexibidad }
True

Esta demostracién nos asegura que si una ficha cualquiera del dominé cae, entonces también
cae la que estd inmediatamente detrds. Notd que hemos demostrado que P(n) = P(suc(n)) para
un n genérico que puede tomar cualquier valor en los naturales. En otras palabras, hemos probado
que P(0) = P(suc(0)), P(suc(0)) = P(suc(suc(0))), P(suc(suc(0))) = P(suc(suc(suc(0)))) y asi
sucesivamente.

Junto con la prueba de que P(0) vélida, el principio de induccién nos permite concluir que
P(n) es vélida para cualquier n € N

Formalicemos, entonces, las ideas desarrolladas hasta aqui, enunciando el principio de induccion:

Conceptos tedricos
Principio de induccién: Sea P(n) una proposicién. Si
1. P(0) es verdadera y
2. Si para todo n € N P(0), P(suc(0)), ..., P(n) implican P(suc(n))

Entonces P(n) es verdadera para todo ntimero natural.

Es importante resaltar que en la segunda condiciéon del enunciado del principio se establece
que podemos utilizar la validez de todas las proposiciones anteriores para demostrar la validez de
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la proposicién siguiente. Esto algunas veces sera necesario. Otras veces, sélo deberemos hacer uso
de la validez de algunas de las proposiciones anteriores y en muchas ocasiones solo necesitaremos
la validez de la proposiciéon inmediatamente anterior —como lo hicimos cuando demostramos que
el 0 es neutro a derecha de la suma. Lo que este enunciado del principio de induccién hace es
permitirnos usar la validez de todas las proposiciones anteriores, pero no nos obliga a utilizarlas a
todas ellas.

El formato que utilizaremos par construir demostraciones por induccién sera el siguiente:

1. Establecer que la demostracién utiliza el principio de induccién. Esto inmediata-
mente determina la estructura global de la prueba, lo que le ayuda al lector a entender tus
argumentos.

2. Definir una proposicién P(n). La conclusién de la demostracién serd que P(n) vale para
todo n € N. En algunos casos P(n) puede involucrar a varias variables. En ese caso debés
indicar sobre cual de ellas se aplicara la induccion, es decir, cuél de ella jugara el papel de n.

3. Demostrar que P(0) es verdadera. Esta parte de la prueba se llama caso base.

4. Demostrar que P(0), P(suc(0)),... P(n) = P(suc(n)). Esta parte de la demostracién se
llama caso inductivo. La estrategia a utilizar en esta parte de la demostracién es usar a
P(n), o a la cantidad de proposiciones anteriores que sean necesarias, como hipétesis para
demostrar que P(suc(0)) es verdadera.

5. Invocar el principio de induccién. Dados las subpruebas anteriores, el principio de in-
duccién nos permite afirmar que P(n) es vélida para todo nimero natural.

Este formato también es el que FUN te propondré cada vez que quieras construir una demos-
tracién por induccién usando esta herramienta.

8.3.1. Demostraciones de propiedades de la suma

Utilicemos el principio de induccién para demostrar propiedades de la funcién suma definida
recursivamente en las secciones anteriores.
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Completd la siguiente demostracién por induccién de la asociatividad de la suma:
1. Demostracion utilizando el principio de induccién.

2. Definicion de la propiedad a demostrar:
P(a): (a+b)+c=a+ (b+c) para todo a, b, c € N

En este caso la propiedad depende de tres variables, a, b y ¢. La demostraciéon se hara
haciendo induccién sélo en la variable a

3. Demostrar que P(0) es verdadera:
PWO): (0+b)+c=0+(b+¢)
(0+b)+c=0+(b+c)

True

4. Demostar que P(n) = P(suc(a)):
P(suc(a)) :  (suc(a) +b) + ¢ = suc(a) + (b+ c)
Hipotesis inductiva : (a+b) +c=a+ (b+c)

(suc(a) +b) + ¢ = suc(a) + (b +c)
=

= {Hipotesis inductiva}

True

5. Por el principio de induccién entonces vale que P(a) es verdadera para todo a € N

Utilizando FUN y un formato de demostracién similar al de la actividad anterior, demostra por
induccién el siguiente lema:

suc(a) + b= a+ suc(b)

Reflexiona primero sobre qué variable vas a hacer induccién, si sobre a o b.
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Completd la siguiente demostracién por induccién de la conmutatividad de la suma:
1. Demostracién utilizando el principio de induccién.
2. Definicion de la propiedad a demostrar:
P(a): a+b=b+aparatodoaybeN

En este caso la propiedad depende de dos variables, a y b. La demostracién se realizara
haciendo induccién en: ...

3. Demostrar que P(0) es verdadera:
PO):...
Demostracién: . ..
4. Demostar que P(n) = P(suc(a)):
P(suc(a)) : ...
Hipotesis inductiva : . ..
Demostracion: . ..

5. Por el principio de induccién entonces vale que P(a) es verdadera para todo a € N

Demostré, por induccién, la siguiente propiedad:

a + suc(0) = suc(a)

8.3.2. Demostraciones de propiedades de la multiplicacion

Ahora que tenemos demostradas las propiedades bédsicas para la suma, pasemos a construir
pruebas para las propiedades de la multiplicacion definida recursivamente en las secciones anterio-
res. Notd que como la multiplicacion se define en términos de la suma, puede ser necesario utilizar
las propiedades de la suma en las demostraciones.

Demostra utilizando induccién, que el cero es el elemento absorbente de la multiplicaciéon también
a derecha, es decir:

b*x0 =0 para todo b € N

Para hacerlo utilizd alguna de las propiedades que ya demostramos para la suma.

Demostra que suc(0) es el elemento neutro de la multiplicacién, es decir, que:

b * suc(0) = b para todo b € N
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Visto que nuestra multiplicacién esta definida en términos de la suma serd de gran utilidad
demostrar una propiedad que vincule a ambas, en este caso, la distributividad de la multiplicacion
con la suma:

ax*(b+c)=(axb)+ (ax*c) para todo a, by c e N

Construi una demostracion por induccién de esta propiedad.

Construi una demostracién por induccién de la propiedad conmutativa de la suma. Para ello sera
necesario utilizar varias de las propiedades que ya hemos demostrado:

axb=bxa

Demostra la asociatividad de la multiplicacion:
ax(bxc)=ax(bx*c) para todoaybeN

De nuevo, puede ser necesario utilizar propiedades ya demostradas.

8.3.3. Una «demostracion» falaz por induccién

Hasta aqui hemos venido construyendo demostraciones de propiedades de la suma y el producto
explorando la potencia del principio de induccién. Pero existen sutilezas que pueden llevarnos a
construir pruebas falsas utilizando este principio. En esta seccién exploraremos una de ellas, con la
idea que que puedas distinguir mejor lo que es una demostraciéon por induccién correcta y lo que
no es una prueba correcta.

oo
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Lee con atencion la siguiente «demostracion»:

«Teoremax: Todas las mujeres son rubias.

En primer lugar, como nuestra proposiciéon no incluye explicitamente ninguna va-
riable sobre la que hacer induccién, es necesario reformularla. Demostremos, entonces,
que:

P(n) : Para cualquier conjunto de n mujeres, si una de ellas es rubia, entonces todas
las demés mujeres del conjunto son rubias.

No es posible usar como caso base el 0 porque en un conjunto de cero mujeres la
proposicién no tiene sentido. Comencemos la induccién en suc(0) ya que un conjunto
con un elemento es el minimo conjunto posible a partir del cual nuestra proposiciéon
comienza a ser util.

Caso base: P(suc(0)) afirma que en un conjunto de una sola mujer, si una de ellas
el rubia, entonces todas las restanets son rubias. Esta es sélo una manera retorcida de
decir “una rubia es rubia”. Por lo tanto P(suc0) es verdadera.

Caso inductivo: Ahora debemos demostrar que, dado un conjunto arbitrario S de
suc(n) mujeres que incluya a una rubia, todas las restantes son rubias. Para poder
aplicar nuestra hipétesis inductiva, P(n), debemos buscar conjuntos de n mujeres,
incluyendo a una rubia, dentro de las suc(n) mujeres de S. Entonces, ordenemos a las
suc(n) mujeres con la rubia en alguna posicién:

T1,725 - 5Ty oo oy Ty Tsuc(n)
A partir de este conjunto podemos definir dos subconjuntos:

A:’I"l,’l“z,...,’r‘,...,’l‘n

B =1r2,-.-y75- - 3Tn; Tauc(n)

Estos dos subconjuntos contienen n elementos y contienen a una rubia. Entonces, por
hipétesis inductiva todos las mujeres de A y de B son rubias. Por lo tanto, en el
conjunto AU B todas las mujeres son rubias. Pero AU B = S. Por lo tanto P(suc(n))
es valida.

Version libre de Discrete Algorithmic Mathematics Stephen, Maurer & Anthony
Ralston (1998).

1. Discuti con tus companeros para determinar en dénde se encuentra el error de esta demos-
tracion.

8.3.4. Distinguiendo algunos conceptos

La palabra “induccién” es un término bastante corriente en el lenguaje de la ciencia, y es proba-
ble que ya la hayas escuchado algunas veces. Para poder realizar algunas distinciones importantes
te proponemos la siguiente actividad:
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Lee el siguiente texto:

En ciencia, existen dos enfoques fundamentales opuestos: induccién y deduccién.
De acuerdo al Diccionario abreviado Oxford, la induccién consiste en “inferir una ley
general a partir de ejemplos particulares” mientras que la deduccién es una “inferencia
de lo general a lo particular”.

En general, no podemos confiar en el resultado de un razonamiento inductivo. Un
ejemplo es la conjetura de Euler, formulada en 1769, que interrogaba acerca de si es
posible encontrar cuatro enteros positivos a, b, ¢ y d tal que:

at+bt +ct=dt

Después de fallar en encontrar un sélo ejemplo de este comportamiento, Fuler conje-
turd que esta ecuacién no puede ser satisfecha. Mas de dos siglos transcurrieron antes
de que Elkies en 1987 descubriera el primer conjunto de nimeros que satisfacen la
ecuacion, todos ellos de entre 7 y 8 digitos. Usando cientos de horas de computacion
en varias computadoras conectadas, Frye mostré que el unico ejemplo con d menor
que un millén es:

95800% + 217519% + 414560* = 4224814

En contraste, el razonamiento deductivo no esta sujeto a errores de este tipo. Siem-
pre que la regla invocada sea correcta y que se aplique a la situacién bajo discusion,
la conclusion alcanzada es necesariamente correcta. Esto no significa que no podamos
inferir algo falso usando el razonamiento deductivo. Desde una premisa falsa, pode-
mos deductivamente derivar una conclusién falsa; este es el principio que subyace a
las demostraciones por el absurdo. Por ejemplo, si es correcto que P(z) es verdadero
para todo x en un conjunto X, pero somos descuidados y aplicamos esta regla a un y
que no pertenece a X entonces podemos creer erréneamente que P(y) vale. De manera
similar, si la creencia de que P(z) es verdadera para todo x en X estd basada en un
razonamiento inductivo descuidado, entonces P(y) puede ser falso ain si y pertenece a
X. En conclusién, el razonamiento deductivo puede llevar a resultados erréneos, pero
solo si las reglas que se aplican son incorrectas o si no se aplican apropiadamente.

., Qué rol juega el razonamiento inductivo en el descubrimiento cientifico? Si fueras
un fisico cuyo objetivo es determinar las leyes fundamentales que gobiernan el univer-
S0, tendrias que usar un enfoque inductivo: las reglas que inferirias deben reflejar datos
reales obtenidos por experimentos. Por ejemplo, fue por un razonamiento inductivo
que Halley predijo el regreso del famoso cometa. ;Y qué sucede en matemaética? En
esta disciplina no es raro que se descubran verdades matematicas considerando muchos
casos especiales e infiriendo a partir de ellos, por induccién, que una regla general pa-
rece plausible. Sin embargo, no importa cudn convincente se vuelva la evidencia, una
regla general de este tipo no puede ser afirmada sélo sobre la base del razonamien-
to inductivo. La diferencia entre la matematica y las ciencias experimentales es que
una ve que una ley matematica general ha sido descubierta por induccién, debemos
demostrarla rigurosamente aplicando el enfoque deductivo.

Traduccién libre de Fundamental of Algorithmics (Brassard & Bratley, 1996, pags:
16-18).

1. Discuti con tus companeros para decidir si los siguientes razonamientos son inductivos o
deductivos:

“Todos los seres humanos son mortales. Lady Gaga es humana. Entonces, Lady
Gaga es mortal”

“Hemos llevado a cabo catorce experimentos en los cuales hemos dividido a los
pacientes en dos grupos de pacientes, siete tratados con el medicamento y siete
con un placebo. Entre los siete pacientes tratados con placebo, solamente en uno
disminuy6 el dolor géstrico y el dolor de cabeza, continuando la fiebre; mientras
que los otros seis continuaron con la gigtomatologia. De los pacientes tratados con
el medicamento, los siete presentaron mejoria en los sintomas gastricos, dolor de
cabeza y fiebre. De estos pacientes, tres presentaron efectos secundarios consisten-
tes en entumecimiento de dedos de las manos y mareo por la manana; sintomas
que desaparecieron tres dias después de terminar la administracion del medica-
mento. Por lo que podemos concluir que la administraciéon de este medicamento
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8.4. Funciones que «construyan» listas

En esta seccion vamos a trabajar con funciones recursivas que, de distintas maneras, construyan
una lista. Asi, comenzamos a combinar en la recursién tanto a los naturales como a las listas,
haciendo nuestro lenguaje cada vez mas expresivo.

Para hacer més fécil la notacién y visto que ya lo hemos demostrado utilizaremos en las de-
finiciones el teorema que establece que suc(n) = n + 1. Esto nos permitird escribir patrones en
términos de n, n+ 1, n — 1, etc., que es una notaciéon un poco mas intuitiva.

Trabajemos con la funcién repetir que toma dos naturales x y n y devuelve una lista con x
repetido n veces. Por ejemplo, repetir.3.5 = [3, 3,3, 3, 3]

1. ;Cual serd el tipo de la funcién?

2. Un punto clave para definir repetir es decidir sobre qué variable se va a hacer la recursién.
Discuti con tus compafieros par tomar esta decisién intentando dar razones que la justifiquen.

3. Escribi con tus palabras en una nota de FUN qué deberia hacer la funcién en cada uno de
los casos. En el caso recursivo intenta dilucidar cémo aparece la llamada recursiva.

4. Formaliza tus ideas dando la definicién de la funcion.

Ocupémonos de la funcién desdehasta que toma dos naturales, n y m, y devuelve una lista cuyos
elementos son los naturales desde n hasta m. Para que la funcién pueda ser definida es preciso
que n < m.

1. Pensa cudl deberia ser el resultado de aplicar la funcién a los siguientes pardmetros: 6 y 12;
Oylybyhb.

2. (Cuadl serd el tipo de la funcién?
3. ;Sobre qué parametro se va a realizar la recursién?

4. La siguiente es una nota de FUN escrita por un alumno, leela con atencion:

Cuando los dos ntimeros sean iguales la funcién debe devolver la lista con sélo un elemento,
m o n. Cuando n sea menor que m, el primer elemento de la lista debe ser m luego debe
venir m — 1, luego m — 2 y asi sucesivamente hasta que se llegue al caso en que los dos
parametros son iguales. Esto tltimo se puede ver como la llamada recursiva pero aplicada
anyam—1.

a) {Qué ocurre con el caso base en esta funcién? ;Qué valores tomardn los pardmetros
para este caso? ;Qué debe devolver la funcién?

b) Definf la funcién para el caso recursivo formalizando las ideas discutidas hasta ahora.
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